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[ 摘要 ]   采用等距面生成球头刀加工刀具轨迹是

曲面加工中一种常用的方法。但是，在对叶身曲面进行

等距偏置时，经常出现无法偏置的问题。针对该问题，

分析了曲面偏置自相交原因，并根据叶片类零件叶身曲

面的特点，提出了一种叶身截面线光顺及等距面生成方

法。该方法首先采用 Kjellander 方法将原始截面线进

行自动光顺，然后根据光顺后的原始截面线和数据采样

法构造偏置截面线，最后通过截面线放样法构造叶身曲

面等距面。实例表明，采用 Kjellander 方法可以实现叶

片曲面的自动光顺和叶片曲面等距面的构造。
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[ABSTRACT]   The using of equidistant offset sur-

face to generate cutter path of ball-end milling is a com-
mon way in surface machining, however, in the equidistant 
offset process of blade surfaces, it’s hard to get offset 
surface. For this issue, the reason of self-intersecting is 
investigated, and the method of cross-sectional curve fair-
ing of blade and equidistant offset surface generation is 
presented based on the characteristics of blade surfaces. 
First, primeval cross-sectional curves gets automatically 
fairing through Kjellander’s method of fairing. Second, 
offsett cross-sectional curves are structured on the basis of 
primeval cross-sectional curves after fairing and data sam-
pling method. Finally, the equidistant offset surface can be 
constructed through all the offset cross-sectional curves 
by lofting. The example indicates that using Kjellander’s 
method of fairing can fair automatically blade surface and 
structure the equidistant offset surface.
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对叶身曲面进行等距偏置，并利用偏置面进行数控

编程是叶片加工中经常采用的方法。这些偏置面既可

用于数控精加工中球头刀的刀心轨迹，也可作为数控编

程的驱动面。作为驱动面的偏置面公差一般不需要非

常严格的精度。采用偏置面方法可以获得更加光滑的

刀具轨迹，有利于加工过程的稳定性，并可提高精加工

表面质量。现代计算机辅助几何设计的理论和实践表

明：目前还没有比较理想的自由曲面等距面生成算法。

在 CAD/CAM 软件中，为了获得等距面数据，一般先将

原始面离散细分，然后求取母面离散点上的等距点，最

后将这些等距点拟合成等距面 [1]。在实际实施过程中，

当遇到自相交问题时，现有 CAD/CAM 软件往往无法处

理。无法偏置的原因是出现了偏置之后的自相交问题，

也就是微分几何中的奇异现象。可以说如何消除偏置

自相交问题是曲面偏置中的一个研究热点。

在自由曲线的偏置中，无论是对平面曲线还是空

间自由曲线，国内外的学者都进行了大量的研究 [2-6]，

提出了三次样条、分段 Bezier 曲线、三次均匀 B 样条和

NURBS 等逼近算法，取得了很好的效果。由于自由曲

面在参数化和微分几何性质上的复杂性，大部分曲线偏

置算法不能直接应用于曲面偏置的计算。Pham[7] 提出

了一种基于非均匀 B 样条曲线偏置的曲面偏置方法。

Piegl 等 [8] 从数据采样的观点出发，首先对原始曲面上

足够密的点进行偏置处理，然后在保证精度的前提下，

再对上述偏置点进行采样，剔除不必要的点，最后再进

行偏置曲面的 NURBS 插值。Shen 等 [9] 提出采用 level-

set 方法构造用于数控加工刀具轨迹计算的偏置面，认

为 level-set 方法可以解决曲面偏置中的自相交问题。

针对叶片类零件叶身曲面的特点，系统讨论了偏置

面与原始面的几何关系，并提出了一种基于 Kjellander

方法的叶片截面线光顺及等距面生成方法。

1  曲面偏置自相交原因分析

设自由曲面为 S（u， v），其偏置曲面可表示为

                 。                （1）                                   

此处，n（u， v）为原始曲面 S（u，v）上在参数（u， v）

处的单位法矢，d 为偏置距离。d>0 时，沿法矢方向偏置；

d<0 时沿法矢负方向偏置。假设 Γ 为曲面 S 上的简单
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曲线段，则曲线 Γ 的自然参数方程为：

                     。       �          （2）

曲线 Γ 的偏置曲线 Γo 可表示为：

                                ，              �       （3）

其中，n（s）为曲线 Γ 在曲面 S 上的单位法矢，有：                                                     

曲线 Γ 的 3 个基本矢量，即单位切矢、主法矢和副

法矢可表示为 [10]：   

α=γ'(s)，β=γ"(s)，γ=α×β，

其中 r'(s) 和 r"(s) 分别为曲线 Γ 关于弧长参数 s 的一阶

和二阶导矢。曲面的法曲率可表示为 [10]：

Kn=n(s)r"(s)=(n(s)r'(s))-n'(s)r'(s) 

-n'(s)r'(s)=-n'(s)a      ，     �   （4）                       

因此，n'(s)=-knα  。          �     （5）   

由曲线论基本公式（Frenet-Secret 公式）可知：

α'=kβ  ，           �             （6）

其中 k 为曲线 Γ 的曲率。

对公式（3）两边分别求关于弧长参数 s 的一阶和

二阶导数，结合公式（6），得偏置曲线 Γo 的一阶和二阶

导数 [11-12]：

r0'(s)=r'(s)+dn'(s)=(1-knd)r'(s)=(1-knd)α。�  （7） 

由（8）可得偏置曲线 Γo 的主法矢 βo 为：

r0"(s)=(1-knd)r"(s)=(1-knd)α'=k(1-knd)β。�  （8）

β0β0=
r0

(s)
|r0(s)| =β  β 。�  （9）

由（9）可知，偏置曲线 Γo 与原始曲线具有相同的主

法矢。因为

     。           �   （10）

结合公式（7）和公式（10）可得偏置曲线 Γo 的曲率

k0 为：

      。     �       （11）

因此，偏置曲面与原始曲面之间的两个主曲率关系

为：

    。      �              （12）

     。              �      （13）

因此，当原始面的主曲率之一等于 1/d 时，原始面

上凹处在偏置之后就会导致偏置面上的法矢量不连续，

当两个主曲率都等于 1/d 时，就会在凹处产生尖点。因

此，要得到质量较好的偏置面，要求原始面上凹处最小

曲率半径大于偏置面和原始面的距离，否则生成的等距

面将是奇异的，即出现自相交现象 [1,12-15]。

叶身曲面分为叶背面和叶盆面，叶背面是凸曲面，

叶盆面是凹曲面，一般在进排气边采用圆弧方式转接。

这样的截面线就存在曲率法矢方向的突变问题，且叶盆

面和进排气边邻接处的曲率半径往往较小，所以在进行

叶身曲面偏置时容易造成自相交现象而无法偏置。为

了避免自相交现象，实现叶身曲面的等距偏置，本文将

对叶片截面线进行光顺。这样既可以有效避免曲面偏

置时的自相交现象，又可以保证通过截面线放样法得到

的等距面具有很好的光顺性。

2  叶片截面线光顺方法                                              

2.1  Kjellander 方法原理

对三次 B 样条曲线，Kjellander[16] 提出：曲线不光顺

性的原因在于三阶导数的不连续性，即认为三阶导数跳

跃越大的点越不光顺，因此可将数据修改至一“更好”

的位置，使其三阶导数差为零，达到光顺曲线目的。

设 P(t) 是 插 值 于 型 值 点 列 的 三

次均匀参数样条曲线，型值点 对应的曲线 参数为

ti(0 ≤ ti ≤ 1，0 ≤ i ≤ n)，并设型值点 是坏点（0<k<n），

则 Kjellander 的光顺修改方法如下：

（1）以相邻点 和 处的位矢及切矢信息 P(tk-1)，

P(tk+1),P'(tk-1),P'(tk+1) 构造一条三次 Hermit 插值曲线

，并使得

C'(0)=P(tk-1)，C(2)=P(tk+1)，C'(0)=P'(tk-1)，C'(2)=P'(tk+1)。（14）

（2）令 P*(tk)=C'(1), 用 pi
* 代替型值点 pi 再对修改

后的型值点重新插值 , 得到修改后的三次 B 样条曲线。

通过计算可知 [16]

P*(tk)=1/2( P(tk-1)+P(tk+1))+1/4(P'(tk-1)+P'(tk+1))。� （15）

上式针对三次均匀参数样条曲线，对于非均匀参数

样条曲线，文献 [17] 推导出了相应的计算公式：

设 P(t) 是插值于型值点列 的三次

非均匀参数样条曲线，并设点 为坏点（0<k<n），需要进

行光顺，参数 ti 和 ti+1 之间的变化量为 Δ i，即 Δ i=ti+1−ti。

从而 P(tk) 处的三阶导数差就可以表示为：

P ' ' ' ( t k - 1 ) - P ' ' ' ( t k - 1 ) = 12( 1
∆3

k−1
+

1
∆3

k
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当该点处的三阶导数差为零时，可以认为三阶导数
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跳跃最小，即该点满足光顺要求。此时，可以计算得到

型值点 的新位置： 

P(tk)(new)=P*=

(
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∆3
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+
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k
) + 1

2
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对于均匀参数样条曲线，所有的 Δ i 相同，即可得到

Kjellander 方法：

P(tk)(new)=1/2( P(tk-1)+P(tk+1))+1/4(P'(tk-1)+P'(tk+1))。

� （17）  

从以上分析不难发现，Kjellander 方法的基本思

想是 : 首先，在 pk-1 与 pk+1 点之间寻找一条局部能量最

小的三次插值曲线 , 使它与原曲线在 pk-1 与 pk+1 点处

达到一阶连续；再利用式（15）计算得到 Pi 点的新位

置；最后，对修改后的型值点重新插值 , 得到修改后的

三次 B 样条曲线。取 2j 个邻近点位矢 , 并计算出切矢

P'(tk-j)，...，P'(tk-1)，P'(tk+1)，...，P'(tk+j)，(1≤j≤min(k，n-k)) 信

息 P'(tk-j) 与 P'(tk+j)。根据这些条件连同未知量 P*(tk) 可

写出插值曲线的表达式 P(t)，并令 (P"(t))2dt，即

可求出 P*(tk)。当取 j ＝ 1 时，即可得出公式（15）。由

此可以看出 Kjellander 的光顺方法实际上是一种局部能

量最优的光顺方法。

2.2  截面线自动光顺方法的实现

为了实现截面线的自动光顺功能，必须按照某种

方式计算出需要光顺的点，而不是手动选取需要光顺

的点。本文采用 Kjellander 提出寻找坏点的方法：计

算 每 一 点 pi 和 相 应 的 修 正 点 pi
* 之 间 的 距 离 Li，在

中选出最大值 Lmax。若第 j 点的距离最

大，则第 j 点 pj 即为确定的待光顺点。

本文采用自动迭代与阀值判断相结合的方式结束

光顺，具体的实施步骤如下：

（1）选择待光顺的截面线；

（2）定义代表光顺次数的循环变量 k，设定初始值

k=0；

（3）按照 Kjellander 方法光顺截面线；

（4）令变量 k=k+1，如果 <20，则返回到第 0 步，继

续光顺该条截面线，否则，执行第 0 步；

（5）按照 Kjellander 方法光顺截面线，定义变量

，其中 Lmax，k 表示第 k 次光顺截面

线时计算得到的最大距离值，并计算 ；

（6）定义阀值 =0.01mm，如果 ，则结束该截面线的

光顺，否则，令变量 k=k+1，再重复第（5）、（6）步。

3   基于截面线的叶身曲面等距面生成方法

等距面构造的基本原理是：首先将原始截面线按照

Kjellander 方法进行自动光顺，将光顺后的截面线根据

弦高误差要求离散为一系列的点，离散后的点沿截面线

法矢进行等距偏置，然后根据偏置点构造偏置后的截面

线，最后通过截面线放样法构造叶身等距面。

叶身等距面的构造流程如图 1 所示，其具体实现步

骤如下 : 

（1）输入原始截面线，假设共有 n 条截面线；

（2）定义代表截面线的循环变量 j，设定初始值

j=0；

（3）按照 Kjellander 方法自动光顺第 j 条截面线；

（4）根据弦高误差要求，将光顺后的第 j 条截面线

离散为一系列的数据点，并计算出截面线离散数据点在

该截面上的法矢方向；

（5）离散后的点沿截面线法矢进行等距偏置，得到

新的截面线数据点；

（6）根据偏置后的截面线型值点，构造出第 j 条偏

置截面线；

（7）令变量 j = j+1，如果 j<n，则返回到第（4）步继

续计算，否则，执行第（8）步。

（8）根据偏置截面线，采用弧长对齐放样法将叶盆、

图1   构造叶身曲面等距面流程图           

Fig.1   Flow chart of structuring equidistant offset surface for 

blade surface

输入各种参数
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叶背截面线端点分别对齐，构造出叶身曲面等距面。                    

原始截面线采用 Kjellander 方法自动光顺，且偏置

截面线的叶盆、叶背截面线端点采用了弧长对齐方式，

避免了偏置后的截面线出现自相交现象，而且构造的叶

片曲面等距面是光顺的。以此等距面作为驱动面可以

获得更加光滑的刀具轨迹。

4  实例验证

根据本文提出的方法，采用基于 UG18 的二次开发

方法，利用 VC++6.0 进行编程，开发出了截面线光顺和

等距面生成模块。本文以某叶片三维模型进行了实例

验证。设定参数：偏置距离 2mm，截面线条数 12。图 2

所示为叶片截面线自动光顺的结果，其中图 2（a）为原

始截面线，图 2（b）为采用本文提出的自动光顺方法光

顺后的截面线，截面线上的直线段为曲率梳。

5  结论

自相交是自由曲面偏置中经常出现的问题，特别

是通过测绘等手段得到的曲面，在应用中经常会遇到

不能偏置的现象。针对该问题，本文分析了曲面偏置

自相交的原因，并根据叶片曲面特点，提出了一种基于

Kjellander 方法的叶身截面线光顺及等距面生成方法。

（1） 采用 Kjellander 自动光顺方法对原始截面线进

行了光顺，有利于构造出更加光顺的叶身曲面。

（2） 采用截面线等距偏置方法，很容易实现叶身曲

面的偏置。

尽管该方法存在一定的偏差，但是可以通过加密截

面线数量提高等距偏置面的精度。该方法最大的益处

是可以避免曲面偏置中的自相交问题。本文提出的方

法操作简单，实例表明，根据该方法构造的叶身等距面

光顺性好，为获得更加光滑的刀具轨迹、提高加工过程

中的稳定性和精加工表面质量奠定了良好的基础。
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（a）光顺前

（b）光顺后

图2   叶片截面线自动光顺的结果

Fig.2   Results of automatic fairing of the blade cross-sectional 

curve


