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[ 摘要 ]  首先介绍了模态指示函数的发展历程和研

究现状，重点研究了复模态指示函数 (CMIF) 的相关理

论，并探讨了噪声的存在对复模态指示函数计算结果的

影响，之后引入 Savitzky-Golay 平滑滤波方法对 CMIF
曲线进行了平滑滤波，最大程度上消除了噪声干扰的影

响；然后研究了基于 CMIF 指示结果的频响函数数据智

能抽取算法；最后本文将平滑滤波后的 CMIF 和基于

CMIF 的 FRF 数据智能抽取算法应用在 Forsythe 正交

多项式模态参数辨识算法中，并进行了仿真算例验证，

取得了较好的效果。

关键词： 复模态指示函数 Savitzky-Golay 平滑滤
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[ABSTRACT]   At first, this paper presents an over-
view of the latest development in mode indicator functions. 
Then, this paper researches the complex mode indicator 
function(CMIF) in detail and verifies its performance con-
sidering the interference of noise. As the existence of noise 
produces a big effect on the performance of the CMIF, 
this paper smoothes the CMIF by using Savitzky-Golay 
smoothing filter which can eliminate the interference of 
noise at the maximal extent. Furthermore, this paper pro-
poses a new extraction algorithm of FRF data which is 
based on the results of CMIF. Finally, the smoothed CMIF 
and the FRF extraction algorithm are applied to the identi-
fication of modal parameters by using Forsythe orthogonal 
polynomials method and obtain a good result.
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模态测试技术是获取机械结构模态参数的一种重

要技术手段，但是实际进行模态测试试验时，测试获取

的数据不可避免地会受到一些人为和环境的干扰，这也

使得进一步计算得到的频响函数存在着一些虚假模态，

因此如何准确确定模态的数目和从频响函数中提取真

实模态的数据便成为一个亟需解决的问题。模态指示

函数（Mode Indicator Function）便是在这种背景下产生。

模态指数函数的作用主要是从测试获得的频响函数曲

线中确定模态的位置和确定模态的阶次，这也是进一步

进行模态拟合和参数辨识的基础。BREITBACH E J 在

1973 年首次提出了模态指示函数的概念，并进行了模

态指示函数的相关理论研究和试验算例验证工作 [1-2]。

随后的几十年间，相继有多名学者提出了多种不同形式

的模态指示函数 [3-8]。

根据目前对频响函数矩阵数据处理方法的不同，可

将目前的模态指示函数分为两类：一种是对频响函数

数据进行奇异值分解得到模态指示函数，如 CMIF 以及

由此延伸出的 MRMIF、ImMIF 和 ReMIF 等；另外一种

是求解频响函数矩阵的特征值得到的模态指示函数，如

RMIF、MMIF、MRMIF、CoMIF 等。在以上诸多版本的模

态指示函数中，CMIF 是综合性能比较出色的模态指示

函数之一，同时也是在实际商业模态测试与分析软件应

用最多的模态指示函数。

ALLEMANG R J 和 BROWN D L 回顾了复模态指示

函数（Complex Mode Indicator Fuction）自提出至今的理

论研究进展以及在实际中的拓展应用 [9]。RADEŞ M 的

相关研究 [6，10] 表明，在绝大多数情况下，CMIF 是性能相

对较为出色的模态指数函数，尤其在识别密集模态和重

复模态方面性能十分显著。但是当前的研究及应用大

多并未考虑噪声干扰对复模态指示函数的影响，这导致

复模态指示函数指示出的模态中存在着一定数量的虚

假模态，而且大多数情况下复模态指示函数计算出结果

以后还需要用户手动选取合适的模态进行进一步分析

和处理，并不能自动判断出模态的阶次和位置，这也在

一定程度上制约了复模态指示函数在试验模态分析技

术中的广泛使用。

本文在研究复模态指示函数基本理论的基础上，给

出了复模态指示函数在 SISO 和 SIMO 系统上的拓展公

式，之后探讨了噪声的存在对复模态指示函数计算结果

的影响，并引入 Savitzky-Golay 平滑滤波方法对模态指

示函数曲线进行了平滑滤波，最大程度上消除了噪声干
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扰的影响，然后研究了基于复模态指示函数指示结果的

有效频响函数数据点的智能抽取算法并在正交多项式

辨识模态参数算法中进行了应用和算例仿真验证。

1  复模态指示函数相关理论

对于任意一个线性时不变结构系统，假定系统的激

振力输入为 { f }，系统的稳态响应为 {x}，激励点的数目

为 N i，响应点的数目为 No，通常 N i ≤ No，L 为频率点数，

令 N=No×N i，则对于该系统有

{x}={XR}+i{XI}=[HN（iω）]{ f }=（[HR（ω）]+i[HI（ω）]）{ f }

� ，（1）

其中，HN（iω）是系统的频响函数矩阵。复模态指数函

数有两种定义形式，如公式（2）和公式（3）所示。公式

（2）是基于奇异值分解定义的，公式（3）是基于特征值

分解定义的，两种定义方式在本质上是等价的 [11]。

[H（ωk）]=[U（ωk）][∑（ωk）][V（ωk）]H  

[CMIF（ωk）]=[∑（ωk）]T[∑（ωk）]，� （2）

[H（ω）]H [H（ω）]{F（ω）}=λ（ω）{F（ω）}

=[U（ωk）][∑（ωk）][V（ωk）]H  

[CMIF（ω）]=λ（ω）[∑（ω）]2  � （3）

公式（2）和公式（3）中，上标 H 表示矩阵的共轭转

置，参数 k=1，2，…，L，[∑（ωk）] 为矩阵 [H（ωk）] 的奇异

值矩阵，满足公式（4）：

[ ∑（ωk）]= diag（σ1（ωk），σ2（ωk）， …，σp（ωk）），

p=min{N o，N i}。� （4）

因此，当 N i=N o=1，可得单输入单输出系统（SISO）

的复模态指示函数如公式（5）所示，这和文献 [12] 中提

到的频响函数平均功率谱的定义公式本质上是一致的；

当 N i=1，N o 大于 1 时，可得单输入多输出系统（SIMO） 

的复模态指示函数如公式（6）所示。

CMIFSISO（ωk）=H（ωk）
H·H（ωk）=|H（ωk）|2，� （5）

CMIFSISO（ωk）=H（ωk）
H·H（ωk）=

No∑

j=1

∣∣∣Hj1(ωk)
∣∣∣2 ，�（6）

在公式（5）和公式（6）中，参数 k=1，2，…，L。图 1 为

使用 CMIF 对某系统频响函数数据的计算结果。分析

以上公式定义以及图 1 中 CMIF 的计算结果可得结论

如下：

（1） CMIF 曲线数目由激励点的个数决定，曲线极

大值在系统谐振频率处出现。

（2） CMIF 曲线对于密集模态也有很好的识别作用。

2  噪声对CMIF计算结果的影响以及消除措施

2.1  噪声对 CMIF 计算结果影响

在现场进行试验时，由于试验现场环境的复杂性，

模态测试获得的频响函数数据不可避免带有噪声。而

模态指示函数是进一步进行参数辨识的基础，因而有

必要研究噪声干扰对 CMIF 指示结果的影响，进而采

取必要的技术手段减小噪声对 CMIF 指示结果的影

响。图 2 为一个 8 自由度线性阻尼高耦合振动系统，

其中地面绝对光滑，m1=m2=m3=m4=m5=m6=m7=m8=1kg，

k 1= k 2= k 3= k 4= k 5= k 6= k 7= k 8=72000N / m，c 1= c 2= c 3= 

c4=c5=c6=c7=c8=12Ns/m， f1， f2，…， f8 为系统的输入，x1，

x2，…，x8 为系统的响应输出。以 f1 为输入，x8 为系统

的响应输出，分别在无噪声，10% 白噪声，30% 白噪声 3

种情况下通过 MATLAB/SIMULINK 进行理论仿真计

算获得相应的系统频响函数，分别如图 3（a）、（b）、（c）

所示。图 3（d）为这 3 种噪声情况下对应的 CMIF 曲线。

表 1 为这 3 种噪声比例下对 CMIF 计算结果的对比分

析。

由图 3 和表 1 的结果分析可知，CMIF 能够很好地

识别出系统中谐振频率的位置，进而确定被测系统的阶

次，而且 CMIF 对谐振频率的识别准度很高，最大误差

仅 4% 左右。但是随着噪声比例的增大，系统识别出的

阶次也会急剧的增加，这也使得真实模态被湮没在大量

虚假模态中，极大地增加了用户识别和选取的难度。因

而有必要采取一定的平滑滤波手段，来尽可能地消除噪

声对 CMIF 指示结果的影响。

2.2  Savitzky-Golay 平滑滤波消除噪声影响

由于 CMIF 主要用来确认待辨识系统的模态阶次

和位置，因此对 CMIF 进行平滑滤波需要满足以下两个

条件：

（1）在平滑滤波消除噪声的同时，应最大程度上确
图1  某线性结构系统的CMIF曲线

Fig.1  CMIF curve of a linear structure
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图2  8自由度线性阻尼高耦合振动系统

Fig.2  8-DOF linear damped vibration system 

with close coupling
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保原 CMIF 曲线形状（如相对极大值，极小值等）和宽度

等分布特性不发生较大的改变；

（2） 滤波程度应可控，即用户能够根据自己的需要

和噪声特点选择平滑滤波的强弱程度。

Savitzky-Golay 滤波器正是一种满足上述要求的一

种性能优越的平滑滤波器，它是一种在时域内基于多项

式通过移动窗口利用最小二乘法进行最佳拟合的滤波方

法 [13]，并且可通过调整拟合阶次和分段数据点数来调整

滤波的强弱。现讨论由 Savitzky 和 Golay 导出的方法 [14]。

设一组数据为 x（k），令 k=-m，-m+1，…，m-1，m。令

数组 x 的元素个数为 M，则有 M =2m+1。现构造一个 N

阶多项式使用最小二乘法来拟合这一组数据。

x̂ (k) =
N∑

j=0

bjk j
=

[1  k  k2  … kN][b0  b1  b2  … bN]T   。� （7）

令 b=[b0  b1  b2  … bN]T，A 为 M ×（N +1）矩阵，

且满足 A（k，j）=k j，其中 j = 0，1，…，N。则有：

 X̂ =
[

x̂ (−m) x̂ (−m + 1) · · · x̂ (m − 1) x̂ (m)
]T

=Ab，� （8）

构造误差函数 ẽk = x(k) − x̃(k) ，则误差项的平方和为：

表1   噪声比例大小对CMIF计算结果影响对比

模态 理论值 无噪声 10% 噪声 30% 噪声

识别阶次 8 8 102 186

谐振频率识
别准度

阶次 频率 /Hz 频率 /Hz 误差 /% 频率 /Hz 误差 /% 频率 /Hz 误差 /%

1 5.08 5.1 0.39 5.1 0.39 5.1 0.39

2 17.8 17.8 0 17.9 0.56 18.1 1.69

3 29.6 29.6 0 29.5 0.33 30.5 3.04

4 39.9 39.9 0 39.8 0.25 38.3 4.01

5 48.3 48.3 0 48.3 0.0 48.3 0

6 56.7 56.7 0 56.9 0.35 56.8 0.17

7 70.5 70.5 0 70.4 0.14 70.3 0.28

8 104 103.6 0.38 103.3 0.67 104.2 0.20

注：表中 10%，30% 噪声下谐振频率识别准度分析用的谐振频率是从 CMIF 挑选出最接近理论值的谐振频率。

（c）30% 噪声时系统幅频图和相频图  

图3  无噪声，10%噪声，30%噪声三种情况下系统频响函数及CMIF曲线对比

Fig.3  Comparision of FRF curves and CMIF curves with no noise,10% noise and 30% noise

（a）无噪声时系统幅频图和相频图  
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（b）10% 噪声时系统幅频图和相频图
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E =
M∑

k=1

(x(k) − x̃(k))2
=（X-X

∧

） T（X-X
∧

） ，� （9）

若使 E 取得最小值，则有：
∂E
∂b =2ATAb-2ATX=0 ，�   （10）

由公式（10）可得多项式的系数向量

b =（ATA）-1ATX ，�   （11）

进而可求得滤波后的估计值数组

 X
∧

 = Ab = A（ATA）-1ATX   。� （12）

令 S=A（ATA）-1A，则 S 为 M ×M 阶方阵。当需要

拟合的数据点数 L 大于 M 时，拟合次数为 N（N ≤（M -

1）），可按公式（13）计算平滑滤波后的数据点。图 4 为

使用 Savitzky-Golay 平滑滤波算法对某信号进行平滑

滤波前后的对比图，其中数据点数为 1000 点，M =51，

N =2。由此可以看出，Savitzky-Golay 平滑滤波算法是

一种性能出色的平滑滤波算法，在对数据进行光顺的同

时，还能最大程度地保留原信号的形状和宽度等信息。

图 5 对某系统的 CMIF 曲线进行 Savitzky-Golay 平滑滤

波前后的对比图。可以看出对平滑滤波的 CMIF 曲线，

能够有效地避免识别出虚假模态，模态数目识别准确度

大大提升，而且识别出的模态位置相对滤波前并未发生

较大的变化。

3  FRF 数据智能自动抽取

模态测试获得的 FRF 数据点的增加会增大模态参

数辨识算法的计算量，而对模态参数辨识结果的准确度

的提升作用不大。噪声比例大小则会直接影响最终模

态参数辨识结果的准确度。一种行之有效的解决方法

是从 FRF 数据中抽取出受噪声影响较小的数据点进行

参数辨识。大量模态测试试验表明，FRF 幅频曲线波谷

附近的频率点对应的相干系数往往会比较低，而波峰附

近对应的相干系数则往往比较高。这说明 FRF 幅频曲

线波谷处附近数据点的信噪比较低，受噪声干扰程度相

对较大；而波峰附近数据点的信噪较高，受噪声干扰程

度相对较小。图 6 为某机床“主轴 - 刀具”系统的 FRF

幅频曲线和相关系数曲线，从图 6 中可以明显地看出

FRF 幅频曲线波谷附近的相干系数相比波峰

附近点处要有明显的下降。

要根据上述方法对 FRF 数据进行抽取，

就涉及到如何自动感知波峰和波谷点的问

题。根据公式（5）可知 CMIF 曲线和 FRF 幅

频曲线在具有相同的特性，即在同一点处取得极大值和

极小值。因此可以根据 CMIF 曲线的指示结果对 FRF

数据进行抽取。由于 CMIF 曲线受噪声的影响较大，因

此单纯的极大值和极小值判定条件已经不能有效地判

断出宏观波峰和波谷的位置。因此本文提出了极值判

定敏感度因子的概念，并使用局部最值条件来判定波峰

和波谷的位置。假设 CMIF 曲线由 L 个数据点组成，首

先由用户设定极值判定敏感度因子 q（0 <q ≤ 1），则可

得到极值判定宽度 B=[[L/2-1]·q]（[a] 表示不大于 a 的

最大正整数）。因此，对于任意 j ∈ [-B，-B+1，…，-2，

-1，1，2，…，B-1，B]，若在 k 点满足 CMIF（ωk）>CMIF

x̂(k) =



M∑
j=1

S ( j, k) · x( j) , 1 ≤ k ≤ m + 1
M∑
j=1

S ( j,m) · x(k − m − 1 + j) m + 2 ≤ k ≤ L − m − 1
M∑
j=1

S ( j,M − L + k) · x(k − 2m − 1 + j) , L − m ≤ k ≤ L

（13）

图5  某系统CMIF Savitzky-Golay平滑滤波前后对比

Fig.5  Comparision of original CMIF curve and 

smoothed CMIF curve by using Savitzky-Golay method
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图6  某机床“主轴-刀具”系统的FRF幅频曲线和相关系数

Fig.6  Amplitude FRF curve and correlation coefficient curve 

of the“Spindle-Tool” system of a machine
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图4  某信号Savitzky-Golay平滑滤波前后对比

Fig.4  Comparision of original signal and smoothed 

signal by using Savitzky-Golay method
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（ω k+j），则可判定该点为波峰点；对于任意 j ∈ [-B，

-B +1， …，-2，-1，1，2， …，B -1，B ]，若 在 k 点 满 足

CMIF（ω k）<CMIF（ω k+j），则可判定该点为波谷点。

在判断出 CMIF 曲线中波峰和波谷位置后，假设波峰的

个数为 N，对应的频率为 ω i（i =1，2，…，N），则对于每

一个频率 ωα，如其到左侧第一个波谷点处共有 L1 个频

率点，到右侧第一个波谷点处共有 L2 个频率点，则可选

择 ωα 附近的频率范围为
(
ωα−L1/2, ωα+L1/2

)
，对每个波峰点

ω i 均以此方法选择，可抽取得到新的 FRF 数组。抽取

后用以模态参数辨识的数据量减少了近 1/2，同时也提

高了 FRF 数据的性噪比。在正交多项式模态参数辨识

算法中的应用与验证。

3.1  CMIF 在参数辨识算法中的应用流程

模态参数辨识的方法有很多种，总体上可以大致

分为时域法和频域法。Forsythe 正交多项式算法，是目

前频域法中用途最为广泛的一种算法，Rechardson[15] 在

1982 年首次提出后，相继有国内外多名学者对该算法

进行了研究和改进 [16-19]。Forsythe 正交多项式算法无

需迭代处理，拟合精度较高，计算快速，但是缺点在与分

子分母阶次（即模态数目）难以确定。本文在这里引入

CMIF 来辅助确定模态数目，并使用基于 CMIF 的 FRF

数据自动抽取算法对 FRF 数据进行抽取，从而有效地

降低 Forsythe 正交多项式模态参数辨识算法的运算量，

提高了计算结果的准确度。图 7 为改进后的 Forsythe

正交多项式模态参数辨识算法流程图。

3.2  仿真算例验证

                H(s) =
8∑

i=1

ω2
di

s2 + 2ζiωdi s + ω2
di

，� （14） 

某 系 统 的 传 递 函 数 如 公 式（14）所 示，其 中 ξ1=0.2，

ξ2=0.18，ξ3=0.16，ξ4=0.14，ξ5=0.12，ξ6=0.10，

ξ7=0.08，ξ8=0.06，ωd1=120π rad/s，ωd2=200π rad/

s，ωd3=320π rad/s，ωd4=400π rad/s，ωd5=480π rad/s，

ωd6=560π rad/s，ωd7=640π rad/s，ωd8=800π rad/s。在

无噪声，10% 白噪声两种情况下，利用 MATLAB 进行仿

真计算可得到系统的频响函数，之后按照图 7 所示的流

程进行模态拟合和参数辨识，抽取前后的频响函数曲线

对比和 CMIF 指示结果如图 8（a）、（b）所示。参数辨

识结果对比如表 2 所示。在无噪声时，拟合频响函数曲

线与原始频响函数曲线没有偏差，可以精确地辨识出系

统的固有频率和阻尼比。使用平滑滤波后的 CMIF 曲

线抗干扰性增强，能够很好地指示出系统模态的数目和

位置。噪声比例为 10% 时，辨识出的固有频率和理论

值存在误差极小，固有频率的最大相对误差为 4.28%，

阻尼比的最大相对误差为 10.5%，均在可接受的范围

内。

4  结论

（1） 噪声对 CMIF 的指示结果影响很大，实际使用

CMIF 确定系统模态数目和位置时，为避免指示出错误

的虚假模态，必须对 CMIF 进行适当的平滑滤波处理。

FRF 数据

CMIF

Savitzky-Golay
平滑滤波

滤波后的 CMIF

确定模态阶次 FRF 数据智能抽取
算法

新 FRF 数据

模态参数

Forsythe 正交多项式
模态参数辨识算法

用户手动
选取

图7  改进后的模态参数辨识算法流程图

Fig.7  Improved flow diagram of modal parameter 

identification algorithm

（a）无噪声时系统幅频曲线与 CMIF 曲线

（b）10% 噪声时系统幅频曲线与 CMIF 曲线

图8  抽取前后的频响函数曲线FRF和CMIF指示结果对比

Fig.8  Comparision of amplitutide FRF and CMIF curve
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（2） 使用 Savitzky-Golay 平滑滤波器对 CMIF 进行

平滑滤波，既能够有效地避免指示出错误的虚假模态，

又能够在平滑滤波的同时能够准确识别出真实模态的

数目和位置。

（3） 基于 CMIF 的指示结果对原始 FRF 数据进行

自动抽取能够有效地降低模态参数辨识算法的运算量，

同时不会影响计算结果的准确度。
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� （责编　宁军）

表2   模态参数辨识结果

模态

理论值 无噪声 10% 噪声

频率 /Hz 阻尼 /%
频率 阻尼 频率 阻尼

数值 /Hz 误差 /% 数值 /% 误差 /% 数值 /Hz 误差 /% 数值 /% 误差 /%

1 60 20 60 0 20 0 61.41 2.35 22.1 10.5

2 100 18 100 0 18 0 101.49 1.49 18.8 4.44

3 160 16 160 0 16 0 163.35 2.09 16.7 4.19

4 200 14 200 0 14 0 195.62 2.19 13.9 0.7

5 240 12 240 0 12 0 245.29 2.20 12.4 3.33

6 280 10 280 0 10 0 286.31 2.25 9.5 5

7 320 8 320 0 8 0 330.86 3.39 7.9 1.25

8 400 6 400 0 6 0 417.13 4.28 6.2 3.33


