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光纤陀螺（FOG）是一种全固态惯性器件，已经在捷

联式惯性导航系统中得到广泛的应用，它具有寿命长、

耐冲击、动态范围宽等优点 [1]。但同时也具有一些缺点，

例如：在受到外界环境影响，温度变化、以及冲击和振动

等引起的噪声混叠，就会严重影响陀螺输出的精度。对

这些噪声的干扰要进行补偿设计，要在得到他们准确的

统计特性基础上，建立一个环境变量的多维模型，而通

过辨识噪声参数、在线实时拟合等方法来得到这个模型

在实现上存在一定的困难。而对光纤陀螺输出进行补

偿时不用其漂移模型，直接滤波，通过对信号的消噪到

达抑制干扰噪声是可行的 [2]。

利用小波分析的时频局部化特性、多分辨分析的优

点，可以根据信号和噪声在小波域具有不同的特征将有

效的信号和噪声分离开来。因此，在光纤陀螺信号的消

噪方面采用小波分析方法被认为是一种非常有效的方

法 [3]。在小波分析的基础上提出来了小波包理论，它能

够为信号提供一种更紧密细致的分析方法，从而获得更
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细致的时频局部化信息。

在光纤陀螺输出信号中主要存在广义高斯白噪声

和 1/f γ 分形噪声 [4]。本文结合陀螺噪声的特点，分类估

计噪声强度，使用小波包消噪方法对陀螺输出进行处理

时，根据分解尺度自适应地确定阈值，并提出一种连续

的阈值函数，规避了传统的硬阈值函数和软阈值函数存

在的缺陷。与传统阈值消噪相比，新算法能有效去除噪

声，更好地保留真实信号，在静态和动态情况下均具有

较好效果。

1  小波包分解与重构原理

小波变换实质上是把信号分解为不同尺度和频率

的小波子空间。小波变换只对信号的低频部分做进一

步分解，而对高频部分不予考虑，小波包针对信号频带

进行多层次的划分，对高频段进一步进行分解，能够根

据被分析信号的特征，自适应地选择相应频带 [5-6]。

定义子空间Un
j 是函数 φn(t) 的闭包空间，令 φn(t) 满
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估计出零点值，则可由信号源自相关函数零点值与拟合

估计的零点值相减得到σ2
ω 的估计值。然而完全不相关

的白噪声是不存在的，实测的陀螺信号自相关函数与单

纯的 1/f γ 分形噪声自相关函数在非零处上是不可能完

全重合的，因此，引入总延迟时间 T 来提高拟合精度，更

加准确的白噪声强度进行估计。具体确定 T 的方法参

见文献 [7]，文中不再复述。

2.2  分形噪声方差估计

1/f γ 分形噪声在时域是非平稳的，对其进行小波变

换后，用wj
k 表示尺度为 j 时，k 时刻的小波系数。若变

换所用的小波基具有 R 阶消失矩，对于0 < γ < 2R ，分

形噪声在尺度 j 时的小波系数
{
wj

k

}
是零均值，方差为

σ2
µ
2−γ j 的弱相关平稳随机序列，σ2

µ 表示分形噪声时域的

方差。在相同尺度下，序列
{
wj

k

}
的相关性随 R 的增加而

呈指数下降，当 R 较大时，序列几乎不相关。采用具有

高阶消失矩的小波函数对式（7）所示信号进行小波变

换，可得各尺度下小波系数的方差关系式：

Var(wj
k) = σ2

µ
2−γ j + σ2

ω
= σ2

j      。 �  （9）

由于白噪声的噪声水平不随小波分解尺度的变化

而改变，因此式（9）中的σ2
ω 即为 2.1 节中估计出的白噪

声方差值。对式（9）移项后两边取对数得：

log2(σ
2
j − σ2

ω
) = −γ j + log2σ

2
µ       。�   （10）

式中，σ2
j 可由直接计算各尺度小波系数方差得到。将分

解尺度 j 作为自变量，log2(σ
2
j − σ2

ω
)作为因变量，通过最

小二乘拟合的方法得到分形噪声方差σ2
µ 和参数 γ [8]。

3  小波包阈值消噪

在小波包标架中，其信号消噪的算法思想与一般小

波消噪基本一致，都是通过对小波域系数进行阈值处理

以达到去除噪声的目的，最大限度保留有效信号小波系

数，实现降噪。小波包分析是对上一层的低频部分和高

频部分进行细分，因此具有更为精确的局部分析能力。

因此对信号进行第 J 层小波包分解时有 2J 组分解系数，

而引入小波包变换是为了让能量集中，也就是在小波系

数中寻找有序性 [9]，因此，把所有部分都进行分解对解决

问题是没有帮助的。这就需要有一定的衡量标准，一般

采用最小熵原则。熵是用来度量信息规律性的概念，熵

越小信息的规律性就越强，据此准则可以得到一个信号

分解的树状结构，称为小波树。那么寻求最优小波树就

是力图使分解有最大的规律性，把信号内在规律挑出来。

3.1  阈值选取和改进

阈值的确定以及函数的选取是小波阈值消噪算法

的两个关键的问题，它们将直接影响到消噪的效果。要

足下面的双尺度方程。


φ2n(t) =
√

2
∑
k∈Z

hk · φn(2t − k)

φ2n+1(t) =
√

2
∑
k∈Z

gk · φn(2t − k)    ，  �  （1）

式 中，gk = (−1)kh1−k ，即 两 系 数 具 有 正 交 关 系。 设
f n

j (t) ∈ Un
j ，则 f n

j (t)可表示为：

f n
j (t) =

∑
k∈Z

wn
j,k · φn(2 jt − k)        ， � （2）

式中，wn
j,k 是 f n

j (t)在Un
j 中投影的系数。

小波包分解算法：


w2n
j,k =
∑
l∈Z

hl−2k · wn
j+1,l

w2n+1
j,k =

∑
l∈Z

gl−2k · wn
j+1,l

       。  �     （3）

小波包分解的实质是通过 h、g 这一对低、高通组合

正交镜像滤波器进行组合采样，把信号逐层分解到不同

频段上。小波包分解的频段宽度 Δf 与分解层数 j 及采

样频率 fS 满足关系式：
∆ f = fS/2 j+1                 ，   �    （4）

由上式可得，选择适当的分解层数可得到频段宽度

及各频段起止频率，就可以分离陀螺信号中的特征信号

和干扰噪声。

小波包的重构算法：
wn

j+1,k =
∑
l∈Z

[hk−2l · w2n
j,l + gk−2l · w2n+1

j,l ]      。 �  （5）

2  光纤陀螺噪声的估计

光纤陀螺误差按照噪声项的来源可分为 5 种：偏置

不稳定性噪声、角度随机游走噪声、速率斜坡噪声速率、

随机游走噪声和量化噪声。它们是功率谱密度和频率

的 γ成反比的 1/f γ 分形噪声。光纤陀螺的输出可表示为：

f(t) = s(t) + μ(t) + ω(t)          ，    �  （6）

式中， μ(t) 表示分形噪声，ω(t) 表示高斯白噪声。假设

μ(t) 与 ω(t) 相互独立不相关，s(t) 表示陀螺输出的有效信

号。对光纤陀螺静态输出数据进行去常值漂移和线性

趋势项的预处理，有效信号非常弱，已经淹没在噪声中，

近似有 s(t)≈0。则式（6）可改写为：

f(t) = μ(t) + ω(t)                  ， � （7）

f(t) 即为零漂信号。

2.1  高斯白噪声方差估计

对于式（7）所示的陀螺信号计算其自相关函数。
Rf (τ) = E[ f (t) · f (t + τ)] = Rµ(τ) + Rω(τ)     ，� （8）

式中，Rω(τ) =
{
σ2
ω
τ = 0

0 τ � 0Rω(τ) =
{
σ2
ω
τ = 0

0 τ � 0Rω(τ) =
{
σ2
ω
τ = 0

0 τ � 0Rω(τ) =
{
σ2
ω
τ = 0

0 τ � 0
，
， ，σ2

ω 为高斯白噪声方差。

由式（8）知，陀螺信号的自相关函数在 τ=0 处为白

噪声方差σ2
ω 与分形噪声自相关函数之和。因此，通过

陀螺信号自相关函数在非零点的值拟合 Rf (τ)-τ 曲线，
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了这些缺点，国内外的科学家研究了很多阈值函数改进

方法，但其中大都表达式复杂，并且分段取值。本文提

出一种连续的阈值函数，它具有连续的高阶导数，在
∣∣∣ω̂ j,k

∣∣∣ � λ时可以较快逼近硬阈值函数。

 ω̂ j,k = ω j,k · 2−α(λ/|ω j,k|)β               。 �    （17）

新的阈值函数选择以 2 为底的指数函数做收缩系

数，便于在计算机上实现。该阈值函数主要针对含有少

量真实信息的小波系数处理上，将这些系数做收缩处

理，最大程度的保留真实信号，消减绝对值接近或低于

阈值的小波系数，使它们远远小于其他系数。式（17）

中 α、β 为正整数，随着 α 的增大，̂ω j,k 由趋于零收缩变为

趋于ω j,k 的转折段越来越远离原点，当 α=4 时该转折段

在阈值附近；β越大，新方法计算的ω̂ j,k 越逼近于硬阈值，

不过随着 β 增大计算量也相应增大。在阈值附近，新阈

值函数具有软阈值函数的作用，它可使得阈值消噪以较

为平滑的方式实现，使在阈值附近的小波系数收缩后更

加接近原信号的小波系数，从而能有效抑制由于直接截

断可能引起的虚假振荡。

4  仿真试验

首先，选用光纤陀螺静态漂移数据对消噪方法进行

检验，将某干涉型光纤陀螺固定在水平转台上，其输入

敏感轴指向正东方向，对准误差控制在角秒范围，转台

保持静止，采样频率 20Hz。分别采用通用阈值的小波

包消噪法和改进阈值函数的小波包消噪法处理陀螺输

出。用 db4 小波基分解至 5 层，以 Shannon 熵作为熵标

准确定最优小波树，通用阈值消噪时采用硬阈值函数，

改进阈值消噪时参数 α、β 仍取 4 和 5。

陀螺原始输出数据如图 1（a）所示，其中含有大量

非平稳随机噪声。通过小波包通用阈值法消噪后 , 信

号波形变为图 1（b），噪声得到较好抑制，信号标准差

由消噪前的 0.39979°/h 降至 0.10744°/h，但由于阈值函

数截断消噪后信号存在振荡，波形不够平滑。图 1（c）

根据信号中所含噪声特征选择合适的阈值。若阈值太

小，去噪后的信号仍然存有噪声；阈值过大，则可能将信

号的主要特征也一并滤除掉，引起偏差。目前，常用的

阈值准则为：

λ = σ
√

2log2N             ，�     （11）

式中，N 为给定细节子带的小波系数长度，σ 为信号噪

声的标准差，它可由第一层分解下由小波系数的绝对值

中值 M 来估计。

 σ ≈ M
0.6745                。�   （12）

上述阈值是系数间相互独立的，且噪声为白噪声的

假设推导出的，在不同的尺度上阈值变化规律相同。然

而，光纤陀螺信号中除了含有白噪声外还有分形噪声，

信号为非平稳序列，由此通过 M 估计噪声水平，不能很

好地反映噪声变化的规律，进而计算阈值就会存在偏

差。而且依该准则计算的阈值受信号长度影响，系数长

度 N 过大时，λ 趋向于将所有小波系数置零，易产生“过

扼杀”系数的情况，增大重构误差。

针对上述问题，并考虑到阈值随分解尺度增大而逐

渐减小的特点，本文采用 Normal Shrink 准则计算阈值。

λ = σ
2

σ j
·
√

log2(N/ j)           。   �    （13）

对不同的子带，所选取的阈值大小跟分解的尺度、

子带系数长度密切相关。由于陀螺信号中主要包括白

噪声和分形噪声，所以 σ2 按下式估计：
σ2 = σ2

µ
+ σ2

ω                         ， �  （14）

式中，白噪声方差σ2
ω 和分形噪声方差σ2

µ 分别由 2.1 节

和 2.2 节的方法得到。

3.2  一种新的连续阈值函数

目前，软阈值方法和硬阈值方法在实际中得到广泛

应用。

硬阈值函数为：

ω̂ j,k =

{
ω j,k

∣∣∣ω j,k

∣∣∣ � λ
0
∣∣∣ω j,k

∣∣∣ < λ       。�   （15）

软阈值函数为：

 ω̂ j,k =

{
sign(ω j,k) · (

∣∣∣ω j,k

∣∣∣ − λ)
∣∣∣ω j,k

∣∣∣ � λ
0

∣∣∣ω j,k

∣∣∣ < λ   ， � （16）

式中，sign 表示取符号运算。硬阈值法去噪效果较好，

但该函数在 ±λ 处不连续，易引起重构信号的振荡，在不

连续点处消噪后会出现伪吉布斯现象；软阈值方法计算

出来的ω̂ j,k 虽然整体连续性好，降噪效果相对平滑，但在
∣∣∣ω̂ j,k

∣∣∣ � λ 时，̂ω j,k 与ω j,k 间总存在恒定的偏差，使得重构

信号对真实信号的逼近程度得到严重影响。并且它们

的导数不连续，在实际应用中需要对一阶导数甚至高阶

导数进行处理时，这两种阈值函数存在一定局限性。为

表1  光纤陀螺静态输出小波包消噪前后各噪声系数

噪声项系数 原始信号 通用阈值消噪 改进阈值消噪

角度随机游走系数
N/（°·h1/2）

0.01159 0.00532 0.00537

偏置不稳定性系数
B/（°·h-1）

0.24898 0.18483 0.04381

速率随机游走系数
K/（°·h3/2）

2.39441 1.73304 1.03424

速率斜坡系数
R/（°·h-2）

8.48722 6.82335 6.40209

量化噪声系数
Q/μrad

3.74404 2.45095 1.24010
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是采用改进阈值消噪后的信号波形，标准差为 0.10046°/

h，消噪效果优于通用阈值法，而且有效避免了振荡 [10]。

对消噪前后的陀螺静态漂移信号进行 Allan 方差分

析，以确定存在于信号中的各项噪声水平。

从消噪前后拟合得到的各项随机误差系数可以看

出，在经过了小波包消噪后各项误差都得到一定程度的

减小，并且文中所提方法对噪声的抑制效果要更好些。

为验证对光纤陀螺动态输出信号的滤波效果，利用

Matlab 中的 bumps 信号作为陀螺输出的有效信号，通过

数字信号处理的方法模拟各噪声项：用广义白噪声模拟

角度随机游走噪声；用高斯白噪声的一次积分模拟速率

随机游走噪声；用均值为零，方差为 LSB2/2 的高斯白噪

声模拟量化噪声，LSB 表示角度量化的最低有效位；用

随机速率斜坡函数模拟速率斜坡噪声；用正交小波变换

的方法模拟偏置不稳定性噪声 [11] ；用一阶 Markov 过程

来模拟指数相关噪声。按不同的信噪比将信号与噪声

叠加在一起，模拟含噪的光纤陀螺动态输出信号，进行

小波包消噪处理。

滤波前模拟含噪信号的信噪比（SNR）为 25dB，信

号波形如图 2（a）所示。图 2（b）是经通用阈值法消

噪后的信号，信噪比提高到 34.95dB，而改进阈值法消噪

后结果为图 2（c），信噪比为 35.63dB。

对于模拟的光纤陀螺动态输出设定不同的信噪比，

经过两种阈值方法消噪后，信噪比改善情况（消噪前后

信噪比之差）如图 3 所示。从图中可看出，在各种信噪

比输入下，本文提出的改进阈值消噪法对信噪比的改善

效果均要优于通用阈值法。

5   结论

采用小波包消噪法处理光纤陀螺输出信号，可以

在各尺度上更加细致地对噪声进行抑制。文中对以往

小波包阈值消噪法的阈值和阈值函数进行改进，提出

一种连续的阈值函数用于小波系数处理。通过对陀螺

静态输出的消噪验证和动态信号的仿真处理，证明改

进的阈值方法可以更好地保存原信号中的尖峰和突变

特征，同时有效抑制噪声。这是因为在新算法中，各层

小波系数的阈值是根据所在层噪声的幅度自适应调节

的，并且估计噪声方差时针对光纤陀螺噪声项特点进

行辨识计算，比单纯选用第一层小波分解系数中值做

估计要精确，且新的连续阈值函数使小波系数阈值处

理以较为平滑的方式实现，在阈值附近具有相似于软

阈值函数的作用，在阈值之上时又具有硬阈值函数的

作用，使滤波后小波系数取值更加接近原信号小波系

数取值。改进的阈值方法在计算量上比通用阈值法有

所增加，适用于对消噪处理实时性要求不高，但消噪精

度要求较高的场合。

图3  信噪比改善曲线

Fig.3  Signal to noise ratio improvement curve
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Fig.1  Original output signal of fiber optic gyro and wavelet packet 

de-noising signal
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图2   模拟光纤陀螺动态输出信号的小波包消噪

Fig.2  Wavelet packet de-noising for simulating the dynamic 

output signal of fiber optic gyro
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