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基于队列的参数域T网格

Bézier分割方法*

陈甜甜，陈  鲁，王  伟，赵  罡
( 北京航空航天大学机械工程及自动化学院，北京 100191）

[ 摘要 ]   针对 T 样条曲面 Bézier 提取中的参数域 T 网格的 Bézier 分片问题，提出了一种基于队列的参数域 T 网格

的 Bézier 分片算法。该算法首先通过延伸 T 型参数点对参数域网格进行切分，之后通过计算每个参数点所耦合的 T
样条混合函数非零区域对参数域网格进一步切分。上述切分过程只需借助一个队列数组即可实现。通过实例测试，

验证了本算法的有效性。
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的控制顶点，从而降低计算效率。

Sederberg 等提出的 T 样条曲面

（T-splines）为解决 NURBS 的不足

提供了契机 [10-11]。相比较于 NURBS

曲面，T 样条曲面具有以下两个优点：

（1）单张 T 样条曲面可表示拓扑结

构比较复杂的模型 [12]。（2）局部细

化 [13-15]。因此，T 样条曲面是一种比

较适合于进行等几何分析的模型。

为 了 推 动 基 于 T 样 条 曲 面 的

等 几 何 分 析 发 展，Scott 等 提 出 了

T 样条曲面的 Bézier 提取算法 [16]。

Nguyen 将基于 Bézier 单元的等几何

分析结果与传统的有限元分析进行

了比较 [17]。之后，Scott 等又提出了

带奇异点的 T 样条曲面的 Bézier 提

取方法 [18]。

T 样条曲面的 Bézier 提取算法

有以下两个关键步骤：（1）对参数域

T 网格进行 Bézier 分片，使得划分

后的参数域网格所对应的空间曲面

片（patch）的内部 C ∞连续。（2）求

取 T 样条曲面每个混合函数所对应

的 Bézier 提取矩阵。文献 [16] 以及

等 几 何 分 析（isogeometry 

analysis）是 一 种 基 于 样 条 理 论 的
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数值计算方法 [1]。它的核心在于将

CAD 建模工具和有限元求解方式结

合起来，使几何模型与分析网格模型

表达统一，弥补了几何模型与分析模

型巨大差异的缺陷 [2]。基于此，等几

何分析具有较高的效率和更精确的

分析结果，目前已成功地应用于振动

分析 [3-4]、流体力学 [5-6]、板壳 [7-8] 以

及电磁 [9] 等领域。

非均匀有理 B 样条曲面（Non-

Uniform Rational B-Splines，NURBS）

是应用较为广泛的一种 CAD 设计模

型。一些学者对基于 NURBS 模型

的等几何分析进行了研究，取得了

一些成果。但 NURBS 模型严格的

矩形拓扑限制使得其在进行等几何

分析时依旧存在以下不足：首先，使

用 NURBS 曲面表达拓扑结构比较复

杂的模型时，不可避免地会出现多张

NURBS 曲面的裁剪和拼接，增大了

等几何分析中网格划分的难度；其

次，NURBS 曲面无法进行局部细化，

因此分析者对分析模型的某个局部

进行加密时，会不可避免地引入冗余
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是直接在 T 样条曲面上进行切分得

到，而是通过对参数域 T 网格进行分

割而间接得到的。由 B 样条基函数

的连续性可知，T 样条曲面会在混合

函数的节点线所对应的空间曲线处

连续性降低。因此，只需要对参数域

T 网格按照 T 样条混合函数的节点

线进行分割，则可以间接实现 T 样条

曲面的 Bézier 分割。

参数域 T 网格 Bézier
分割算法

定义 4 ：T 样条曲面在参数域 T

网格上间接实现 T 样条曲面 Bézier

分 割 的 过 程 称 为 参 数 域 T 网 格 的

Bézier 分割。

图 3 为一个双三次 T 样条曲面

参数域网格，v1~v5 为参数域 T 网格

中的 5 个参数点，它们所对应的控制

顶点分别为 p1~p5，s1~s7 为参数域 T

网格上的 7 个面片。其中控制顶点

p2 所对应的混合函数 B2（u,v）的节

点线分布如图 4 所示。因此，参数域

文献 [18] 对步骤（2）的具体实现过

程进行了详细说明，但都没有给出步

骤（1）的具体实现方法。为此，本文

对参数域 T 网格的 Bézier 分片进行

了研究，给出了一种参数域 T 网格的

Bézier 分片算法。该算法有利于后

续进一步实现 T 样条曲面的 Bézier

提取算法，最终达到基于 T 样条曲面

等几何分析的目的。

T 样条曲面的基本概念

T 样条曲面可看作 NURBS 曲面

的一般化，它允许控制顶点呈 T 型连

接。本节将会对 T 样条曲面的基本

概念进行简要介绍。

定义 1 ：T 样条曲面的控制网格

（T-mesh）称为空间 T 网格，它包含

了 T 样条曲面的所有控制顶点空间

位置信息以及拓扑连接信息。

定义 2 ：T 样条曲面上的控制顶

点都对应一个参数点，由于这些参数

点连接而成的参数域网格与空间 T 

网格同胚，因此称该参数域网格为参

数域 T 网格。

空间 T 网格与参数域 T 网格分

别如图 1（a）和（b）所示，第 13 号

控制顶点对应于参数域上的 a13 点。

T 样条曲面的计算表达式为：

P (u, v) =
∑n

i=1 ωi piBi (u, v)∑n
i=1 ωiBi (u, v) � （1）

其中 Bi (u, v) = Ni,k(u)Ni,p(v) 为控制顶
点 pi 所对应的混合函数；ωi 为控制顶

点 pi 的权值；Ni，k（u），Ni，p（v）分别

为 k 次及 p 次 B 样条基函数。T 样条

曲面的具体计算过程见文献 [10]。

T 样条曲面的 Bézier 单元

T 样条曲面在计算过程中以参

数域 T 网格上的面片作为最小单元，

但参数域 T 网格上的每个面片所对

应的 T 样条曲面片（patch）不一定能

用一张有理 Bézier 曲面表示，这里以

一个具体实例对该现象进行说明。

图 2 为一个双三次 T 样条曲面

的参数域 T 网格。v1~v6 为参数域 T

网格中的 6 个参数点，它们所对应的

控制顶点分别为 p1~p6，s1 为参数域

T 网格中的一个面片，它包含 v2~v6 

5 个参数点，阴影区域为控制顶点 p1 

所对应的混合函数 N1，3（u）N1，3（v）

的非零区域。由 B 样条基函数的可

微性可知，面片 s1 所对应的 T 样条

曲面片内部不能达到 C ∞连续，而有

理 Bézier 曲面的内部可以达到 C ∞

连续。因此，面片 s1 所对应的 T 样

条曲面片不能用一张有理 Bézier 曲

面表示。

因此，为了实现 T 样条曲面的

Bézier 提取，必须首先将 T 样条曲面

进行分割，使得分割后的每个 T 样条

曲面片的内部无限次可微，而边界处

则只能达到有限次可微，称具备上述

性质的 T 样条曲面片为 T 样条曲面

的一个 Bézier 单元。

定义 3 ：T 样条曲面划分 Bézier

单 元 的 过 程 称 为 T 样 条 曲 面 的

Bézier 分割。

T 样条曲面的 Bézier 分割并不

图1  T样条曲面的空间T网格和参数域T网格

Fig.1  T-mesh in Cartesian space and parametric space
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图3  参数域T网格2

Fig.3  T-mesh two in parametric space
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上的面片至少需要切分成如图 5 所

示的参数域网格。

显然，如果采用蛮力算法求取每

一个控制顶点所对应的混合函数的

节点线分布，最终虽能够实现参数域

T 网格的 Bézier 分割，但会出现很多

重复的计算，并且在切分过程中可能

出现如图 5 右上角所示的 L 型点。

为减少重复计算，并避免 L 型分

割点的产生。本文给出了包含如下

4 个步骤的参数域 T 网格 Bézier 分

割算法。

算法 1：参数域 T 网格 Bézier 分

割算法。

STEP1 ：将参数域 T 网格中所有

的 T 型参数点进行延伸，通过 T 型参

数点的延伸将参数域 T 网格中面片

进行切分。

STEP2 ：遍历参数域上的所有

参 数 点，对 于 每 一 个 参 数 点，执 行

STEP3 ~ STEP4。

STEP3 ：计算当前参数点上所耦

合的混合函数的非零区域。

STEP4：如果 STEP3 中得到的非

零区域不能完全覆盖参数域 T 网格

中的某个面片，则切分该面片，否则

不切分该面片。

下面以如图 3 所示的参数域 T

网格为例对参数域 T 网格 Bézier 分

割算法进行解释。

首先处理 T 型参数点，由于图 3

所示的参数域 T 网格中参数点 v2~v5

均为 T 型连接点，因此应首先对这些

T 型参数点进行延伸。如图 6 所示，

参数点 v2 以及 v3 均向 v 正方向延伸

两个 T 网格距离，而参数点 v4 以及

v5 均向 u 负方向延伸两个 T 网格。

经过这个延伸过程，面片 s3 切分成

子面片 f1 和 f2 ；面片 s4 切分成子面片

f3 和 f4 ；而面片 s6 切分成子面片 f5、

f6、f7 以及 f8。

其次计算参数点所耦合的混合

函数非零区域，如图 7 所示，v1 为参

数域 T 网格中的十字型参数点，参数

点 v1 所耦合的混合函数非零区域为

见图 7 的阴影部分。

由于参数点 v1 耦合的混合函数

的非零区域完全覆盖了面片 f1 和 f3，

因此这两个面片不需要切分。而面

片 s5 不能被参数点 v1 所耦合的混合

函数非零区域完全覆盖，因此需要将

图 3 中的面片 s5 切分为如图 8 所示

的两个子面片 f9 和 f10。

经过上述 4 个步骤，参数域 T 网

格中的每个面片所对应的 T 样条曲

面均可以由一张有理 Bézier 曲面表

示，也就实现了参数域 T 网格 Bézier

分割过程。

从上述实例中可以看到，参数

域 T 网 格 Bézier 分 割 算 法 可 能 将

一个面片分成两个面片，如图 3 中

的 s3 ；也可能分成四个面片，如图 3

中的 s6。事实上，如果参数域 T 网

格比较复杂，还会出现一分为三、一

分 为 六 等 多 种 情 形。 为 了 实 现 面

片切分算法，本文使用如下所示的

BézierFace 结构体来处理面片切分

问题。这个结构体中主要包含了每

一个 BézierFace 范围信息，以及该

BézierFace 所属的面片的索引号信

息。

struct BézierFace

{

int faceindex; //BézierFace 所属

面片的索引号

double umin; //BézierFace 在 u 方

向的最小值

double umax; //BézierFace 在 u
方向的最大值

double vmin; //BézierFace 在 v 方

向的最小值

double vmax; //BézierFace 在 v 方

向的最大值

};

基于上述结构，可以使用算法 2

实现参数域 T 网格中面片的具体切

分过程。

算法 2：参数域 T 网格 Bézier 分

割中的面片切分算法。

STEP1 ：建立一个队列数组，该

数组的大小与 T 样条曲面的参数域

图4  混合函数B2（u,v）的节点线

Fig.4  Knot line of blending function

B2（u,v） 
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图5  混合函数B2（u,v）的节点线

分割效果图

Fig.5  T-mesh segmented by the knot line 

of blending function B2（u,v） 
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图6  T型参数点延伸后的参数域T网格

Fig.6  T-mesh generated by extending 

T-vertex
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图8  参数域Bézier分割网格

Fig.8  Bézier segmentation of the T-mesh
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T 网格中的面片数一致，并使用与队

列索引号相同的面片信息初始化该

队列。

STEP2：在执行算法 1 的过程中，

如果出现面片需要切分的情形，则执

行 STEP3~STEP4。

STEP3 ：遍历与当前面片索引号

相同的队列中的所有子面片，对于每

一个子面片执行 STEP4。

STEP4 ：如果当前子面片需要切

分，则建立两个新面片并将位于队头

的当前子面片执行出队操作，之后

将新建两个面片分别执行入队操作；

如果当前子面片不需要切分，则将位

于队头的当前子面片先执行出队操

作，随后执行入队操作。

下面以一个具体实例对算法 2

进行解释。图 8 为一个双三次 T 样

条曲面参数域 T 网格。v1、v3 以及 v4

为参数域T网格中的3个T型参数点，

s1 为参数域 T 网格中的一个面片，其

umin、umax、vmin 以及 vmax 分别为 1、4、3

和 4。参数域 T 网格将 T 型参数点进

行延伸后得到如图 9 所示的参数域

延伸 T 网格。结合图 9（a）和（b）可知，

由于 T 型参数点 v4 的延伸，导致面片

s1 被切分成面片 e1 以及 e2。在具体

程序实现时，首先建立两个新面片 e1

和 e2，其中新面片 e1 的 umin、umax、vmin

以及 vmax 分别为 3、4、3 和 4 ；新面片

e2 的 umin、umax、vmin 以及 vmax 分别为 1、

3、3 和 4。之后将队列中仅有的面片

s1 进行出队操作，最后对新面片 e1 和

e2 依次执行入队操作，此时队列中存

在 e1 和 e2 两个面片。

图 10 中的阴影部分为十字型参

数点 v2 所耦合的混合函数的非零区

域，这个区域完全覆盖面片 e1，但并

未完全覆盖图 9（b）面片 e2。因此，

首先对队列中的 e1 执行出队操作，

接着对 e1 执行入队操作，此时面片

e1 由队头转到队尾，这个过程相当于

建立了面片 f1。之后，队列中的第二

个面片 e2，显然需要进行切分，因此

应新建两个面片 f2 和 f3，其中新面片

f2 的 umin、umax、vmin 以及 vmax 分别为 2、

3、3 和 4 ；新面片 f3 的 umin、umax、vmin

以及 vmax 分别为 1、2、3 和 4，之后对

面片 e2 进行出队操作，最后对面片 f2

和 f3 依次执行入队操作，此时队列中

存在 f1、f2 及 f3 3 个面片。

参数域 T 网格经过上述算法的

分割后，每一个参数域面片均所对应

的 T 样条曲面片均为一个 Bézier 单

元，这就间接实现了 T 样条曲面的

Bézier 分割。

实例验证 

为了验证本文所提出的参数域

T 网格的 Bézier 分割算法的有效性，

在 Visual Studio 2012 软件开发平台

上实现了 T 样条曲面的 Bézier 提取

算法。该算法首先采用本文所提出

的参数域 T 网格的 Bézier 分割算法

对 T 样条模型的参数域 T 网格进行

处理，之后采用文献 [16] 提出的混合

函数 Bézier 提取矩阵求取算法对 T

样条模型进行 Bézier 提取，部分提取

结果如图 11~ 图 13 所示。

这里，以 face 模型为例，对 T 样

条模型以及 Bézier 提取模型的分割

线进行说明。如图 11（a）所示，face

模型中的每一小曲面片均对应于参

数域 T 网格中的一个面片，该模型经

过 Bézier 提取算法之后，得到了如

图9  参数域T网格及其延伸网格

Fig.9  T-mesh and its extending T-mesh
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图10  参数域Bézier分割网格

Fig.10  Bézier segmentation of the T-mesh
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图11  face模型

Fig.11  Face model

（a）T 样条曲面 （b）Bézier 提取结果

图12  cat模型

Fig.12  Cat model

（a）T 样条曲面 （b）Bézier 提取结果

图13  venus模型

Fig.13  Venus model

（a）T 样条曲面 （b）Bézier 提取结果
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图 11（b）所示的模型，该模型上的

每一个面片均为 T 样条曲面的一个

Bézier 单元，cat 模型与 venus 模型与

之类似。上述实例也反映了本文算

法的可行性。

结论

本文提出了一种参数域 T 网格

的 Bézier 分片算法，该算法只需要借

助队列这一常见的数据结构就能间

接实现 T 样条曲面的 Bézier 分割，

有利于后续完整的实现 T 样条曲面

的 Bézier 提取算法。在此基础上，

未来可进一步研究基于 T 样条曲面

Bézier 单元的等几何分析算法。
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Bézier Segmentation of  T-mesh in Parametric Space Based on Queue

CHEN Tiantian, CHEN Lu, WANG Wei, ZHAO Gang
(School of Mechanical Engineering and Automation, Beihang University, Beijing 100191, China )

[ABSTRACT]    Aiming at the problem of Bézier segmentation of T-mesh in parametric space, an algorithm based on 
queue was proposed. Firstly, T-mesh is segmented by the extension of T-vertices. Then a further segmentation is im-
plmened by every nonzero region of blending function which is coupled to a vertex in T-mesh. An array of queue is used 
to realize the actual segmentation of the face in T-mesh. Some typical examples are illustrated to verify the validity of the 
algorithm at length.
Keywords:  T-spline; Isogeometry analysis; Bézier extraction; Queue
� （责编　李丹）


