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随着零部件加工质量要求的不断提高，对机床加工

精度提出了更高的要求。如何提高机床加工精度，已经

成为国内外研究的热点，总的来说提高机床加工精度主

要有两种途径：误差预防和误差补偿 [1-4]。其中，误差预

防是通过提高机床零部件制造精度和机床伺服系统精

度从而提高机床本身精度，最终获得更高的加工精度，

这种方法通常会提高机床的生产制造成本。误差补偿

是依据已经建立的误差模型以及现场采集的实时数据

计算机床原始误差，然后人为加入反向误差抵消机床原

始误差，从而提高机床加工精度，是一种既有效又经济

的方法。

误差补偿的实施必须依靠真实准确的误差模型，因

此实施误差补偿之前必须构建相应的误差模型，目前广

泛采用的建模方法包括：三角几何法、神经网络法和多

体系统理论法等 [2, 5-7]。其中多体系统理论法具有通用

性好、准确性高和容易实现自动化建模的特点，本文采

用这种建模方法对特定机床进行综合误差建模 [2，8]。
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1  数控机床总体结构

本次综合误差建模的数控机床主要应用于中小型

飞机机身大部件的自动装配，主要完成针对中机身的制

孔任务。飞机部件通常具有尺寸大、刚性弱的特点，因

此在飞机装配过程中对装配孔的位置精度以及孔的轴

线与蒙皮之间的法向精度都有着严格的要求（位置精度

≤ 0.02mm，法向精度≤ 0.015°）。数控机床的总体结

构如图 1 所示，该机床具有 X 轴、Y 轴、Z 轴和主轴进给

Z1 轴 4 个移动轴，A 轴、B 轴和一个附加回转 B1 轴 3 个

转动轴。其中A 轴安装在Z 轴末端，B 轴安装在A 轴上，

Z1 轴安装在 B 轴上，主轴安装在 Z1 轴上。A 轴和 B 轴

能够实现刀具姿态的调整；附加回转 B1 轴能够使保证

被加工工件的所有加工区域可达。

 
2  基于多体系统理论的建模的分析

2.1  机床低序体阵列

在机床系统中，任意体 V 1 的 n 阶低序体的定义

为 [5，7-9]：                      
* 基金项目：“高档数控机床与基础制造装备”国家科技重大专项
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                            L n（V i）= S  � （1）

                  L n = L（ L n-1（V i））  �  （2）

                      L0（V i）
  = V i   �  （3）

                       L1（0）  = 0   �  （4）

根据机床结构简图和低序体的定义可以得到机床

系统的低序体阵列，如表 1 所示。

2.2  坐标系的约定

（1）考虑到方便测量，第一轴的方向通常选择为直

接与床身连接的参考轴的方向，这里为机床 Y 轴。实际

的机床往往有着各种误差，Y 轴的空间运动轨迹并不是

理想直线，将其拟合成直线后作为参考坐标系的 Y 轴方

向。

（2）实际机床的 X 轴与 Y 轴并不是理想垂直关系，

它们之间存在垂直度误差 S XY，因此 X 轴的空间运动轨

迹拟合后得到的直线与参考坐标系的 Y 轴并不是理想

的垂直关系。在 X 轴运动轨迹拟合直线与参考坐标系

Y 轴组成的片面内，作一条直线与参考坐标系 Y 轴垂

直，将该直线作为参考坐标系的 X 轴方向。

（3）同样可以将 Z 轴的空间运动轨迹拟合成直线，

由于垂直度误差 S XZ 和 S YZ 的存在，该直线与参考坐标

系的 X 轴和 Y 轴并不是理想的垂直关系，作一条直线

同时垂直于参考坐标系的 X 轴和 Y 轴，作为参考坐标

系的 Z 轴的方向。综上所述，最终确立的参考坐标系如

图 2 所示。

坐标系原点位置的约定如下：根据该机床本身结构

特点，选定参考坐标系的坐标原点在 A 摆执行机构的旋

转轴轴线中点 O1 处。坐标系 X、Y、Z、A、B 的坐标原点

与参考坐标系 R 的原点位置相同。坐标系 S 和 Z1 的坐

标原点设定在主轴轴线与主轴端面的交点 O2 处。刀具

坐标系的坐标原点设定在刀尖点 O3 处。工件坐标系 W
和转台坐标系 B1 的坐标原点设定在转台轴线与转台台

面之间的交点 O4 处。机床处于初始状态时，O1、O2、O3、

O4 的位置如图 3 所示。

2.3  误差元素分析

移动轴运动过程中通常会产生 6 项运动误差。以

机床的 X 轴运动为例（横向溜板的左右移动），包括 3 项

位移误差：X 向定位误差 δx（x），Y 向垂直直线度误差 

δy（x），Z 向水平直线度误差 δz（x）以及 3 项转角误差：

典型体 V i １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ 10

L0（V i）
  １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ 10

L1（V i）
  ０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ９ 10 ０

L2（V i）
  ０ ０ １ ２ ３ ４ ５ 10 ０ ０

L3（V i）
  ０ ０ ０ １ ２ ３ ４ ０ ０ ０

L4（V i）
  ０ ０ ０ ０ １ ２ ３ ０ ０ ０

L5（V i）
  ０ ０ ０ ０ ０ １ ２ ０ ０ ０

L6（V i）
  ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０

L7（V i）
  ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

表1  机床系统低序体阵列
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绕 X 轴的滚转误差 εx（x），绕 Y 的俯仰误差 εy（x），绕

Z 轴的偏摆误差 εz（x）。移动轴运动轨迹之间还存在

垂直度误差，X 轴运动时存在与 Y 轴的垂直度误差 S xy。

机床各移动轴运动时会产生热误差，机床热误差主要表

现为热漂移误差，该机床的 4 个移动轴的热误差可以分

别简化为 3 个方向的热漂移误差。机床各个移动轴的

误差元素如表 2 所示。

机床的转动轴在运动过程中同样具有 6 项运动误

差，包括 3 项位移误差和 3 项转动误差。由于安装误差

的存在，机床转动轴通常具有两项平行度误差，以机床

的 A 轴为例，A 轴与 XY 平面存在平行度误差 αZA，A

轴与 XZ 平面之间存在平行度误差 αYA。机床转动轴也

会产生热误差，热误差主要表现为热漂移误差，机床的

3 个转动轴的热误差可以简化为 3 个方向的热漂移误

差。机床转动轴误差元素如表 3 所示。

考虑到机床主轴的安装精度很高，其几何误差元素

可以忽略，主要存在 5 项热误差，包括主轴在 3 个方向

的热漂移误差 δxt（S）、δyt（S）、δzt（S），主轴轴线的两

项热倾斜误差 εxt（S）、εyt（S）。主轴误差元素如表 4

所示。

3  变换矩阵与误差模型的建立

移动轴变换矩阵的分析。当移动轴 Y 运动名义位

位移误差 转角误差 垂直度误差 热漂移误差

Y 轴
δx（y）δy（y）

δz（y）
εx（y）εxy（y）

εxz（y）
—

δxt（y）δxt（y）
δxt（y）

X 轴
δx（x）δy（x）

δz（x）
εxx（x）εxy（x）

εxz（x）
SXY

δxt（x）δxt（x）
δxt（x）

Z 轴
δx（z）δy（z）

δz（z）
εxx（z）εxy（z）

εxz（z）
SXZ、SYZ

δxt（z）δxt（z）
δxt（z）

Z1 轴
δx（z1）δy（z1）

δz（z1）
εxx（z1）εxy（z1）

εxz（z1）
SXZ1

、SYZ1

δxtx（z1）δxt（z1）
δxt（z1）

表2  机床系统低序体阵列

位移误差 转角误差 垂直度误差 热漂移误差

A 轴
δx（α）δy（α）

δz（α）
εx（α）εy（α）

εz（α）
αXY αYA

δxt（α）δxt（α）
δxt（α）

B 轴
δx（β）δy（β）

δz（β）
εx（β）εy（β）

εz（β）
βZB  βXB

δxt（β）δxt（β）
δxt（β）

B1 轴
δx（β1）δy（β1）

δz（β1）
εx（β1）εy（β1）

εz（β1）
γZB  γXB δxt（β1）δyt（β1）

表3  机床系统低序体阵列

热漂移误差 转角误差

主轴 S δxt（S）δyt（S）δzt（S） εxt（S）εyt（S）

表4  主轴误差元素

移 y 时，根据文献 [5, 10] 在理想状况下，坐标系 Y（固

连在纵向溜板）到参考坐标系 R（固连在床身）的变换

矩阵为：

                   R
YT i =



1 0 0 0
0 1 0 y
0 0 1 0
0 0 0 1


 � （5）

根据移动副误差运动学分析 [10-11]，存在误差状况

下，坐标系 Y 到参考坐标系 R 的变换矩阵为：

 RYT e =



1 0 0 0
0 1 0 y
0 0 1 0
0 0 0 1





1 0 0 δxt(y)
0 1 0 δyt(y)
0 0 1 δzt(y)
0 0 0 1





1 −εz(y) εy(y) δx(y)
εz(y) 1 −εx(y) δy(y)
−εy(y) εx(y) 1 δz(y)

0 0 0 1



           



1 0 0 0
0 1 0 y
0 0 1 0
0 0 0 1





1 0 0 δxt(y)
0 1 0 δyt(y)
0 0 1 δzt(y)
0 0 0 1





1 −εz(y) εy(y) δx(y)
εz(y) 1 −εx(y) δy(y)
−εy(y) εx(y) 1 δz(y)

0 0 0 1


 � （6）

式中，3 个矩阵分别：为理想矩阵、热误差矩阵和几何误

差矩阵。坐标系 Y 到参考坐标系 R 的变换矩阵的最终

计算结果为：

  RYT e =



1 −εz(y) εy(y) δx(y) + δxt(y)
εz(y) 1 −εx(y) y + δy(y) + δyt(y)
−εy(y) εx(y) 1 δz(y) + δzt(y)

0 0 0 1


�（7）

采用这种方法可以求出其他移动轴运动时在理想情况

下和存在误差的情况下相邻坐标系之间的变换矩阵。

坐标系 X（固连在横向溜板）到坐标系 Y（固连在

纵向溜板）在理想情况下和存在误差的情况下的变换矩

阵为：

                    YXT i = 



1 0 0 x
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 � （8）

Y
XT i=



1 −εz(x) εy(x) x + δx(x) + δxt(x)
εz(x) 1 −εx(x) δy(x) + δyt(x) − xS XY

−εy(x) εx(x) 1 δz(x) + δzt(x)
0 0 0 1



� （9）

坐标系 Z（固连在滑枕）到坐标系 X（固连在横向

溜板）在理想情况下和存在误差的情况下的变换矩阵为：

                      YXT i = 



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 z
0 0 0 1


  �  （10）

Y
XT i=



1 −εz(z) εy(z) δx(z) + δxt(z) − zS XZ

εz(z) 1 −εx(z) δy(z) + δyt(z) − zS YZ

−εy(z) εx(z) 1 z + δz(z) + δzt(z)
0 0 0 1


 

� （11）

坐标系 Z1（固连在主轴进给滑台）到坐标系 B（固
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连在 B 向摆动机构）在理想情况下和存在误差的情况

下的变换矩阵为：

              B
Z1

Ti
=



1 0 0 0
0 1 0 −d1

0 0 1 z1 − d2

0 0 0 1


 �  （12）

B
Z1

Ti
=



1 0 0 0
0 1 0 −d1

0 0 1 z1 − d2

0 0 0 1


B
Z1T

e
=



1 −εz(z1) εy(z1) δx(z1) + δxt(z1) − z1S XZ1

εz(z1) 1 −εx(z1) δy(z1) + δyt(z1) − zS YZ1
− d1

−εy(z1) εx(z1) 1 z + δz(z1) + δzt(z1) − d2

0 0 0 1


�

� （13）

转动轴变换矩阵的分析。当转动轴 A 转过名义角

度 时，理想状况下，坐标系 A（固连在 A 向摆动机构）

到坐标系 Z（固连在滑枕）的变换矩阵为：

          ZXT i = 



1 0 0 0
0 cosα − sinα 0
0 sinα cosα 0
0 0 0 1


  � （14）

存在误差状况下的变换矩阵为：

 YXT e =


1 0 0 0
0 cosα − sinα 0
0 sinα cosα 0
0 0 0 1





1 −αZA αYA 0
∂ZA 1 0 0
−∂YA 0 1 0

0 0 0 1





1 0 0 δxt(α)
0 1 0 δyt(α)
0 0 1 δzt(α)
0 0 0 1





1 −εz(α) εy(α) δx(α)
εz(α) 1 −εx(α) δy(α)
−εy(α) εx(α) 1 δz(α)

0 0 0 1


  



1 0 0 0
0 cosα − sinα 0
0 sinα cosα 0
0 0 0 1





1 −αZA αYA 0
∂ZA 1 0 0
−∂YA 0 1 0

0 0 0 1





1 0 0 δxt(α)
0 1 0 δyt(α)
0 0 1 δzt(α)
0 0 0 1





1 −εz(α) εy(α) δx(α)
εz(α) 1 −εx(α) δy(α)
−εy(α) εx(α) 1 δz(α)

0 0 0 1


�

� （15）

式中，4 个矩阵分别：为理想矩阵、安装误差矩阵、热误

差矩阵和几何误差矩阵。同样的方法我们可以求出其

它转动轴在理想情况下和存在误差情况下相邻坐标系

之间的变换矩阵。

坐标系 B（固连在 B 向摆动机构）坐标系 A（固连

在 A 向摆动机构）在理想情况下和存在误差的情况下

的变换矩阵为：

           ABT i =



cosβ 0 sin β 0
0 1 0 0

− sin β 0 cos β 0
0 0 0 1


 � （16）

A
BT e =



cosβ 0 sin β 0
0 1 0 0

− sin β 0 cos β 0
0 0 0 1





1 −βZB 0 0
βZB 1 −βXB 0
0 βXB 1 0
0 0 0 1





1 0 0 δxt(β)
0 1 0 δyt(β)
0 0 1 δzt(β)
0 0 0 1





1 −εz(β) εy(β) δx(β)
εz(β) 1 −εx(β) δy(β)
−εy(β) εx(β) 1 δz(β)

0 0 0 1




cosβ 0 sin β 0
0 1 0 0

− sin β 0 cos β 0
0 0 0 1





1 −βZB 0 0
βZB 1 −βXB 0
0 βXB 1 0
0 0 0 1





1 0 0 δxt(β)
0 1 0 δyt(β)
0 0 1 δzt(β)
0 0 0 1





1 −εz(β) εy(β) δx(β)
εz(β) 1 −εx(β) δy(β)
−εy(β) εx(β) 1 δz(β)

0 0 0 1


�

�  （17）

坐标系 B1（固连在转台）到参考坐标系 R（固连在

床身）在理想情况下和存在误差的情况下的变换矩阵

为：

        R
B1

Ti
=



cosβ1 0 sin β1 0
0 1 0 −d4

− sin β1 0 cos β1 −d3

0 0 0 1


 � （18）

R
B1

Te
=

R
B1T

e
=



cosβ1 0 sin β1 0
0 1 0 −d4

− sin β1 0 cos β1 −d3

0 0 0 1





1 −γZU 0 0
γZU 1 −γXU 0
0 γXU 1 0
0 0 0 1





1 0 0 δxt(β1)
0 1 0 δyt(β1)
0 0 1 δzt(β1)
0 0 0 1





1 −εz(β1) εy(β1) δx(β1)
εz(β1) 1 −εx(β1) δy(β1)
−εy(β1) εx(β1) 1 δz(β1)

0 0 0 1



[]

R
B1T

e
=



cosβ1 0 sin β1 0
0 1 0 −d4

− sin β1 0 cos β1 −d3

0 0 0 1





1 −γZU 0 0
γZU 1 −γXU 0
0 γXU 1 0
0 0 0 1





1 0 0 δxt(β1)
0 1 0 δyt(β1)
0 0 1 δzt(β1)
0 0 0 1





1 −εz(β1) εy(β1) δx(β1)
εz(β1) 1 −εx(β1) δy(β1)
−εy(β1) εx(β1) 1 δz(β1)

0 0 0 1



[]
� （19）

由于主轴固定安装在主轴进给滑台上，所以理想状

况下，主轴坐标系 S （固连在主轴上）到 Z1 坐标系（固连

在主轴进给滑台上）的变换矩阵为单位矩阵：

             Z1

S Ti
=



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


  � （20）

存在误差状况下的变换矩阵为：

  Z1

S Ti
=



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1





1 0 εyt(s) δxt(S )
0 1 −εxt(S ) δyt(S )

−εyt(s) εxt(S ) 1 δzt(S )
0 0 0 1


  � （21）

由于刀具安装误差和热误差相对较小可以忽略，因

此其变换矩阵为：

                     STT i =



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 L
0 0 0 1


 �  （22）

    不考虑工件的安装误差，认为工件固定安装在工作

台上，工件坐标系 W （固连在工件上）到坐标系 B1（固

定在回转工作台上）的理想变换矩阵和存在误差情况下

的变换矩阵均为单位矩阵：

           B1

W Ti
= B1

W Te
=



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 � （23）

根据机床结构简图，该机床可以简化为一条由移动

副和转动副组成的开放的运动链。刀具端为：“床身（低

序体 0）→纵向溜板（低序体 1）→横向溜板（低序体 2）

→滑枕（低序体 3）→ A 向摆动机构（低序体 4）→ B 向

摆动机构（低序体 5）→主轴进给滑台（低序体 6）→主

轴（低序体 7）→刀具（低序体 8）”；工件端为：“床身（低
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序体 0）→转台（低序体 9）→工件（低序体 10）”。

根据运动副之间的连接关系，理想情况下，从刀具

坐标系 T 到工件坐标系 W 的变换矩阵为：

   W
T Ti
=
(

B1

w Ti
)−1(

R
B1

Ti
)−1

R
YTiY

XTi X
Z TiZ

ATi A
BTi B

Z1T
iZ1

S TiS
T Ti � （24）

存在误差的情况下刀具坐标系 T 到工件坐标系 W 

的变换矩阵为：

W
T Te
=
(

B1

w Te)−1
(

R
B1

Te
)−1

R
YTeY

XTeX
Z TeZ

ATeA
BTe B

Z1T
eZ1

S TeS
T Te �  （25）

如图 4 所示，刀尖点的位置误差为刀尖点的实际

位置与工件上的理论切削点（编程点）之间的偏差，刀

具矢量误差为实际刀具矢量与理论刀具矢量之间的差            

值 [2, 6, 8, 12-13]。

根据刀具坐标系的设定，刀具坐标系中刀尖点的坐

标 Pt=（0 0 0）T，理想情况下，工在件坐标系中的刀尖点

的坐标 P i
W 可以通过式（26）计算：

              

(
Pi

w

1

)
= W

T Ti ×
(

Pt

1

)
 � （26）

存在误差情况下，工件坐标系中的刀尖点坐标 P e
W

可以通过式（27）计算：

               

(
Pe

w

1

)
= W

T Te ×
(

Pt

1

)
 �  （27）

根据刀尖点位置误差的定义，在工件坐标系中的刀

尖点位置误差可以通过式（28）计算：

                     ∆W = Pe
W − Pi

W  � （28）

根据刀具坐标系的设定，在刀具坐标系中刀具矢量

( 通常为单位矢量 )
→
Vt =
(

0 0 1
)T

，根据坐标系之间

的变换关系理想情况下，可以通过式（29）计算工件坐

标系中的刀具矢量
−→
V i

w
：

                     


−→
V i

w

0

 = W
T Ti ×

( −→
V
0

)
�  （29）

存在误差情况下，在工件坐标系中可以通过式（30）

计算的刀具矢量−→Ve
w

：

                   


−→
Ve

w

0

 = W
T Te ×

( −→
V
0

)
 �  （30）

根据刀具矢量误差的定义，在工件坐标系中可以通

过式（31）计算刀具矢量误差：

                      −−→∆θW =
−→
Ve

W −
−→
V i

W
 �  （31）

通过以上分析得到最终机床的刀尖点位置综合误

差和刀具矢量综合误差这就为以后的误差补偿具体实

施提供了误差计算的依据。

4  结束语

数控机床综合误差模型是进行误差补偿的基础，在

数控机床误差补偿过程中起到了至关重要的作用。基

于多体系统理论的数控机床综合误差建模方法简单方

便而且不受机床拓扑结构和运动复杂程度的限制，具有

广泛的通用性。基于这种建模方法建立的机床综合误

差模型不仅为机床误差的实时补偿提供了误差计算的

依据同时也为数控机床设计与制造提供了参考。
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图4  机床综合误差
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