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[ 摘要 ]  变齿距铣刀铣削作为一种有效的颤振抑制方法，受到了国内外学术界和工业界的广泛关注。针对变齿距引

发的系统多时滞问题，提出了一种适用于变齿距铣削稳定性高效预测的精细积分全离散法。基于再生颤振原理，构

建了考虑螺旋角的变齿距铣削动力学时滞微分方程。对时滞微分方程中的状态项与时滞项进行线性插值，构建状态

传递矩阵，然后基于 Floquet 理论，获得系统的稳定性叶瓣图。在稳定性预测过程中，运用精细积分算法，避免了求解

矩阵指数时的求逆运算，有效提升了计算效率。改进半离散法的对比及时域仿真试验表明，该方法具有更高的预测

精度和计算效率。
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Full-Discretization Method

HUANG Chao1, 2, YANG Wenan2, CAI Xulin2, ZHENG Fangzhi1, MU Yingjuan1, GUO Guoqiang1

(1. Shanghai Spaceflight Precision Machinery Institute, Shanghai 201600, China; 
2. College of Mechanical and Electrical Engineering, Nanjing University of Aeronautics and Astronautics, Nanjing 210016, China)

[ABSTRACT]  The effectiveness of variable pitch cutter in suppressing chatter vibrations during milling has received 
extensive attention. An efficient precise integration-based full-discretization method is proposed for predicting stability of 
milling process with multiple delays that arise from variable pitch angle. The dynamic model of milling process considering 
helix angle is constructed and the state term and time delay term are approximated by linear interpolation method. Then, the 
stability lobe diagrams are obtained based on Floquet theory. In the process of stability prediction, the precise integration 
algorithm is used to avoid the inverse operation when solving the exponential matrix, which effectively improves the 
calculation efficiency. Finally, it shows that the proposed method is more efficient and accurate to predict the stability 
compared with the updated semi-discretization method.
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铣削作为一种高效的机械加工方法，具有加工精

度高、材料去除率大和加工成本低等优点。在铣削过程

中，主要存在的振动形式有自由振动、受迫振动和自激

振动，其中自激振动中的再生颤振是引起加工过程不稳

定的主要因素 [1–2]。铣削颤振通常会导致加工零件表面

质量差、刀具磨损加剧以及数控机床寿命降低等问题 [3]。

此外，考虑再生颤振的铣削动力学模型可以近似描述为

时滞微分方程，通过求解时滞微分方程可以获得稳定性

叶瓣图，达到铣削稳定性预测的目的 [4]。因此，如何快速

精确地获取变齿距铣削稳定性叶瓣图显得尤其重要。

引文格式：黄超 , 杨文安 , 蔡旭林 , 等 . 基于精细积分全离散法的变齿距铣削稳定性研究 [J]. 航空制造技术 , 2022, 65(7): 110–115.
  HUANG Chao, YANG Wenan, CAI Xulin, et al. Stability prediction of milling with variable pitch cutter using precise 

integration-based full-discretization method[J]. Aeronautical Manufacturing Technology, 2022, 65(7): 110–115.
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Altintas 等 [5] 提出了一种零阶半解析法来预测铣削

过程中的稳定性，但该方法无法预测小径向切深下的稳

定切削区域。Merdol 等 [6] 提出了一种考虑高次谐波影

响的多频率稳定性预测方法，该方法能满足小径向切深

时的预测精度，但是计算效率相对较低。Insperger 等 [7]

首先提出了具有高精度的时域数值稳定性预测方法，该

方法仅对时滞项进行离散处理。基于直接积分思想，

Ding 等 [8] 提出了一种全离散法稳定性预测方法，全离

散法利用线性插值同时逼近时滞微分方程中的状态项

和时滞项，极大地提高了该方法的计算效率。张伟等 [9]

将变齿距铣刀铣削作为颤振的抑制策略，通过试验验证

变齿距铣刀具有较好的铣削颤振控制能力。Wan 等 [10]

提出了由于变齿距引发的多时滞铣削稳定性预测模型，

并基于半离散法求解变齿距铣削的稳定性边界。Zhang
等 [11] 提出了一种改进的全离散来求解由变齿距引起的

多时滞问题的铣削稳定性叶瓣图，并指出铣削过程中刀

具跳动会影响铣削稳定性边界。Jin 等 [12] 提出了一种

考虑螺旋角的变齿距铣削改进半离散法，并研究了不同

变齿距铣刀对铣削颤振稳定性的影响。刘宽等 [13] 利用

AdvantEdge 有限元仿真和 Matlab 软件进行了铣削力建

模和分析，验证了变齿距铣刀具有降低振幅和减小切削

力的效果。Jin 等 [14] 建立了变齿距和变主轴转速的时滞

微分运动方程并运用改进半离散法求解，获得了铣削稳

定性叶瓣图。

针对目前变齿距铣削稳定性预测算法计算效率低且

通用性差的问题，在不降低预测精度的情况下，本文提出

了一种基于精细积分的变齿距铣削稳定性预测的全离散

法，以快速精确地获得变齿距铣削系统的稳定性叶瓣图。

1 数学模型

如图 1 所示，铣削过程可以简化为两自由度振动

“质量 – 弹簧 – 阻尼”模型。假定刀具相对于工件是弹

性体。根据牛顿运动定律，铣削运动方程可表示为

Mq  t  +Cq  t  +Kq  t  =F  t）¨ ∙（） （） （） （   （1）
式中，M、C 和 K 分别为模态质量、阻尼和刚度矩阵；

T( ) [ ( )  ( )]t x t y t=q 是位移向量；
T( ) [ ( )  ( )]y=F xt t tF F 是

切削力向量。

由于刀具考虑螺旋角效应，实际参与切削的刀齿的

高度时刻发生变化。如图 2 所示，第 j 齿在微单元高度

dz 上沿切向和法向所受到的微元切削力表示为

dFr，j（ ）t，z =Krhj（ ）t，z dz
dFt，j（ ）t，z =Kthj（ ）t，z dz

 （2）

式中，Kt 和 Kr 是切向和法向切削力系数；hj（t,z）是动态

切削厚度，可定义为

ϕj +hj

（ ）

（ ）t，z =（ ）x t– –τj x（）t sin（ ）（ ）t，z
（ ）y t–τj –y（）t cos ϕj（ ）t，z（ ）+fzsin ϕj（ ）t，z（ ）

（ ）
 （3）

式中，τ j 是时滞；fz 是进给量；ϕ j （t,z）是第 j 齿随时间变
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化的角度位置，定义为

ϕj（ ）t，z







=

2π
60

2π
60

Ωt–z tan β
R

if  j =1

Ωt+∑
j–1

i=1

πψi
180

–z tan β
R

if  1<j≤N
 （4）

式中，Ω、β和 R 分别是主轴转速、刀具螺旋角和半径；

ψi 是第 j 齿和 j–1 齿之间的齿距角。

在 t 时刻，第 j 齿在 x 和 y 方向的切削力为

dFx，j（ ）t，z = （ ）t，z cos

j

–dFt，z （ ）ϕj（ ）t，z –
dFr，（ ）t，z sin（ ）ϕj（ ）t，z

dFy，j（ ）t，z = （ ）t，z sin

j

dFt，z （ ）ϕj（ ）t，z –
dFr，（ ）t，z cos（ ）ϕj（ ）t，z

 （5）

则刀具作用在 x 和 y 方向上总切削力为

Fx（ ）ϕj（） t，zt =∑
N

1j=
）（( )∫0

ap
g dFx，j（ ）t，z

Fy（ ）ϕj（） t，zt =∑
N

1j=
）（( )∫0

ap
g dFy，j（ ）t，z

 （6）

式中，窗函数 g（ϕj（t,z））为
ϕst）ϕj（t，z ）（g 




=
1
0

if
otherwise

< <）ϕj（t，z ϕex （7）

式中，ϕst 和 ϕcx 是切入和切出角。

联立式（2）、（3）、（5）和（6），则可以得到式（1）切

削力向量表达式

F（）t = –∑
N

1j=



tan

R
β ∫

ϕ j

ϕ j

（ ）

（ ）t，0

t，ap
gj（）ϕ Kj（）t（ ）q ）t –q（（ ）t–τj dϕ




 （8）

将式（8）带入式（1），可得到考虑螺旋角的变齿距

铣削动力学方程为

（（（（Mq ）t +Cq∙ ）t +Kq（）t =∑
N

1j=
K j（）t ( )q ）t –q（ ）t–τj +f ）t¨  （9）

式中，K j（）t =
 
  
 

K xx（）t
K yx（）t

K
K

xy

yy

（）t

（）t
为切削力系数矩阵。

Kxx（）t

K （）t

K （）t

K （）t

= − tan β
R ∫

ϕ j

ϕ j

（ ）

（ ）t，0

t，ap gj（）ϕ ( )Ktcosϕsinϕ+Krsin2ϕ dϕ

xy = − tan β
R ∫

ϕ j

ϕ j

（ ）

（ ）t，0

t，ap gj（）ϕ ( )Ktcos2ϕ+Krcosϕsinϕ dϕ

yx = − tan β
R ∫

ϕ j

ϕ j

（ ）

（ ）t，0

t，ap gj（）ϕ ( )–Ktsin2ϕ+Krcosϕsinϕ dϕ

yy = − tan β
R ∫

ϕ j

ϕ j

（ ）

（ ）t，0

t，ap gj（）ϕ ( )–Ktcosϕsinϕ+Krcos2ϕ dϕ

 （10）

f（）t =















fz
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–∑
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1j=
N

1j=
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
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R
β
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R
β

∫

∫
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（
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ϕ j

ϕ j

（
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t，ap

gj（）ϕ

gj（）ϕ

(

(

Ktcosϕsinϕ+Krsin2ϕ)dϕ








)–Ktsin2ϕ+Krcosϕsinϕ dϕ

 （11）

2 精细积分全离散法

令 x q Mq Cqt t t t= + ( ) [ ( ),  ( ) ( )/2]，略去对铣削稳定性

无影响的静态切削力部分，通过矩阵变换，则式（9）可

改写为状态空间表达形式，即

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t t= + − −0
1

N

j j
j

τ
=
∑x A x A   x B x  （12）

式中，
–1 –1

0 –1 –1

/2
/4 /2

 −
= 

− − 

M C M
A

CM C K M C
，

–1

1

0 0
( )

( ) 0
N

j
j

t
t

=

 
 =  
 
 

∑
A

M K ， –1

0 0
( )

( ) 0j
j

t
t

 
=  
 

B
M K 。

将主轴旋转周期 T 分为 m 等份，时间步长记为

Δt=T/m，则第 j–1 齿与 j 齿之间的时滞 τj 所对应的离散

间隔数 mj 可近似表示为 [12,14]

0.5
int( )j

j

t
m

t
τ + ∆

=
∆

 （13）

式中，int(*) 是将正数四舍五入到 0 的函数，比如

int（3.76）=3。为了简化运算，令 v（t）=A（t）x（t）
和 θ j（t–τ j）=B j（t）x（t–τ j）。 在 时 间 间 隔 [kτ,（k 
+1）τ]（k=0，1，…，m），对式（12）进行常微分方程求解，

初始条件为 xk=x（tk），得到 xk+1 表达式为

00 ( )
1 0

1

{ [ ( ) ( )]}
Ntt t

k k j j
j

e e m t dδ δ δ δ
∆∆ −

+
=

= + − − ∆∑∫A Ax x θv

 （14）
式中，δ=ξ–kΔt，δ∈ [0，Δt]。

其次，求解式（14）的积分项。在间隔 [kτ,（k+1）
Δt] 中，式（14）状态项 v（δ）和时滞项 θ j（δ–τ j（t））都

利用线性插值多项式来近似表示，即

1( ) ( )/k k k tδ δ += + − ∆v v v v  （15）

1( ( )) ( )/
jjjj k m k m k m ttδ τ δ− + − −− = + − ∆θ θ θθ  （16）

将式（15）和（16）代入式（14），得到

k k k k k k k k m k k m= + + − −1 1 1 1 1
1 1

1 jj

N N

j j
+ + + − + + −

= =





∑ ∑x T x h v vh h θ h θ

 （17）
式中，

0

0

00

1 2 2
0 0 0

1 2 2
1 0 0 0

1

/ /
/ /

t

t
k

t t
k

e
e t t

e e t t

∆

− ∆− − −

− ∆ − ∆− − −
+

=
= + ∆ − ∆
= − − ∆ + ∆

A

A

A A

T
h A A A
h A A A

 （18）

基于矩阵指数的加法定理，矩阵指数 T1 可写为

T1=（eA0dt）2n	 （19）
式中，dt=Δt/2n。为了提高计算精度，一般取 n=20，精细

区段 dt 就已经为非常小的区段了 [15]。当 dt 非常小时，
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可采用 Taylor 级数展开近似矩阵指数，即

= + ( ) /2!+ ( ) /3!+ ( ) /4!T A A A A

0

2 3 4
0 0 0 0

a

a

dte
dt dt dt dt

≅ +A I T
  （20）

将式（20）代入式（19），矩阵指数 T1 近似解为

= + = + × ×T I T I T T T
122( a a a a) ( 2 +   ) nn −

1  （21）

执行以下运算

=T I T
= + ×T T T T
( ;  ;  )  

a a a a

a

2 ;

1 ;

for i i n i= ≤ + +1

+=T I T
= + ×T T T T
( ;  ;  )  

a a a a

a

2 ;

1 ;

for i i n i= ≤ + +1

+  （22）
最后，将 vk=Akxk，vk+1=Ak+1xk+1，θk–mj

=Bj，k+1xk+1–mj
和

θk+1–mj
=Bj，k+1xk+1–mj

代入式（17），得

1 11 1 1

, 1 , 1 1
11

(1 )

jj

k k k k k k k
NN

k j k k m k j k k m
jj

+ + + +

− + + + −
= =

= + + −

−∑ ∑

x T

1T 1T

1Th A x h A x

h A x h A x  （23）

式（23）可获得原方程的离散映射形式为

yk+1=Dk yk	 （24）
其中，

yk=col（xk，xk–1，…，xk–m） （25）

1 1 1 1 11 , 1 1 ,

1

(1 ) 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

k k k k k j k k k j k

N

k
j

+ + + + +

=

+ − −   
   
   
   = +
   
   
      

∑

Z T h A Z T h A Z T h A
I

D I

I

 

 

 

           

 

 

1 1 1 1 11 , 1 1 ,

1

(1 ) 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

k k k k k j k k k j k

N

k
j

+ + + + +

=

+ − −   
   
   
   = +
   
   
      

∑

Z T h A Z T h A Z T h A
I

D I

I

 

 

 

           

 

 

 （26）
这里 Zk+1=（I–T1hk+1Ak+1）

–1。近似求得系统的状态

传递矩阵为 1 2 0m m− −=Φ D D， ， ，D 。

依据 Floquet 理论，假如传递矩阵 Φ特征值的模小

于 1，系统稳定；否则，系统不稳定。

3 数值仿真结果分析

对于考虑螺旋角的变齿距铣刀铣削，采用文献 [12]
提出的改进半离散法对文中提出的方法开展理论验证

研究。本文中数值模拟所有采用的仿真参数见表 1[12]。

所有运算均基于 Matlab9.2 平台并在同一台电脑上

（Inter(R) Core(TM) i5–7400 CPU，8GB）完成。

在不同的径向切深率（a/D）下，文中方法和改进半

离散法在表 1 所示切削条件下所获得的稳定性预测结

果对比如图 3 所示 [12]。可知，本文方法与文献 [12] 中

所提的改进半离散法所预测结果基本吻合。由于改进

半离散法的计算结果得到了很好的试验验证，也间接

地验证了本文方法预测考虑螺旋角变齿距稳定性预测

的准确性。本文方法在 4 种不同的径向切深的计算时

间约为 35s，而改进半离散法约为 320s，本文方法计算

效率提高约 90%。由此可知，本文方法具有更高的计

算效率。

本文方法效率提升的原因： （1）当铣削稳定性预测

时，式（19）中的矩阵 T1 只与主轴转速有关，而与轴向

切深无关，因此，在通过扫描轴向切深时，确定式（25）
中转移传递矩阵 Dk 的过程中，无须在不同的切削深度

计算矩阵指数。然而，对于改进半离散法，在扫秒轴向

切深时，矩阵指数的计算是必需的，并且是计算 4 个类

似矩阵指数。如果将主轴转速和切削深度组成的参数

平面分为 Ns×Nd 网格点，通过改进半离散法获得稳定性

叶瓣图所需要的矩阵指数计算次数为 Ns×Nd×k×4，但是

用本文方法，该次数只为Ns次，因此计算效率极大提高。

（2）本文方法通过精细积分计算矩阵指数，以替代改进

半离散法中通过迭代公式计算矩阵指数，并且避免了求

解矩阵指数时的求逆运算，从而有效地减少了计算消耗

时间。

4 时域仿真

时域仿真可以预测铣削过程中刀具切削力和位移，

广泛应用于铣削稳定性预测和模型验证。本节使用一

种考虑跳刀情况下的变齿距铣削的时域仿真来验证所

提出的算法 [16]。所采用的仿真参数如表 1 所示 [12]。通

过绘制每转一次采样数据 （“+”符号）来研究模拟响应

的稳定性。

图 4[12] 为文中提出方法和改进半离散法 [12] 在径向

切深率 a/D=0.5 和离散间隔数 m=72 铣削条件下获得

的稳定性叶瓣图。可以看出，文中提出方法与文献 [12]

表1 刀具和系统模态参数[12]

Table 1 Parameters of tool and system modal[12]

齿数 N=4

固有频率 /（rad ·s–1） ωnx=563.6，ωny=516.2

固有阻尼 ζx=0.0558，ζy=0.025

模态质量 /kg mx=1.4986，my=1.199

径向铣削力系数 /（N ·m–2） Kt=6.97×108

法向铣削力系数 /（N ·m–2） Kn=2.558×108

刀具直径 /mm D=19.05

螺旋角 /（°） β=30

变齿距 [70° 110° 70° 110°]
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图3 本文方法与改进半离散法的叶瓣图[12]

Fig.3 Stability lobe diagrams of proposed method and updated 
semi-discretization method[12]

8

6

4

2

0
2000 4000 6000 8000 10000

改进半离散法
本文方法

轴
向

切
深

w
/m

m

A

B

a/D=0.5，m=72

主轴转速Ω/（r·min–1）

图4 本文方法与改进半离散法预测结果比较[12]

Fig.4 Stability lobe diagrams of proposed method and updated 
semi-discretization method[12]

中的改进半离散法所得预测结果有一定差异。因此，

为了验证哪一种方法预测结果更加精确，选取图 4 中 A
（6500r/min，3mm）和 B（8500r/min，5.8mm） 2 个点进一

步研究。从图 5 和 6 可以看出，A 点处于稳定铣削状态，

因为每转一次采样数据接近一个固定点值。相反，点 B
处于不稳定的铣削过程（图 7），因为同步采样的数据分

布在 x 和 y 方向的位移图中（图 8）。因此本文方法具

有更高的铣削稳定性预测精度。

5 结论

针对变齿距铣削过程中变齿距引起的多时滞问题，

提出了一种基于精细积分全离散法的变齿距铣削稳定

图5 图4中A点x方向（进给）和y方向的位移时程

Fig.5 Time history for the x direction (feed) and y direction 
displacements obtained from the point A in Fig.4
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图7 图4中B点x方向（进给）和y方向的位移时程

Fig.7 Time history for the x direction (feed) and y direction 
displacements obtained from the point B in Fig.4
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图8 B点x和y方向的位移图

Fig.8 Plot of the x and y direction displacements obtained from the point B

性的预测方法。基于二自由度考虑螺旋角变齿距铣削

模型，通过与改进半离散法对比及时域仿真，验证了本

文方法的有效性。而且比较结果显示本文方法具有更

高的计算效率和预测精度，在同等仿真条件下，本文方

法计算效率可以提高约 90%，拥有更高的使用价值。
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