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基于轨迹线改进的临界多边形算法*
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[ 摘要 ] 在异形件的下料排样问题中，最为困难的就是求解裁片在板料中的位置以保证材料较高的利用率，算法复

杂度随着料片数量和料片轮廓复杂度的增加迅速上升。临界多边形算法是计算异形件之间靠接位置和重叠关系的

一种基础性几何工具，临界多边形算法的性能与下料排样算法效率密切相关。本文在基于轨迹线的求解临界多边形

算法基础上，提出一种求解临界多边形（NFP）的改进算法。该算法有效地将移动碰撞算法和轨迹线算法相结合，充

分发挥两类算法各自的优点，提高了临界多边形求解的计算速度。仿真实例验证了改进方法的正确性和有效性。
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[ABSTRACT] In the blanking layout problem of special-shaped parts, the most difficult thing is to determine the 
position of special-shaped parts for high material utilization rate, and the complexity of the algorithm increases rapidly 
with the increase of the quantity and boundary complexity of special-shaped parts. The critical polygon algorithm is a 
basic geometric tool for calculating the position and overlap between special-shaped parts, and the performance of the 
critical polygon algorithm is closely related to the efficiency of the blanking algorithm. In this paper, an improved and more 
efficient algorithm to calculate no-fit polygon (NFP) is proposed and it is based on the trace line presented. The algorithm 
effectively combines the mobile collision algorithm and the trajectory algorithm, and gives full play to the respective 
advantages of the two algorithms, thus improving the speed of calculating no-fit polygon.
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近年来，复合材料在航空航天领域得到广泛应用。

复合材料具有高比强度和比刚度、可设计性强、疲劳性

能好、耐腐蚀和可整体成型等优点，但其较高的价格已

经成为扩大复合材料应用规模的最大障碍。其中节约

材料可对降低产品的制造成本产生明显影响。在复合

材料构件的制造过程中，一般通过 CAD/CAM 软件生成

各个铺层的二维展开图，再通过计算机对展开料片进行

排样优化的方法来提高材料利用率。

优化排样问题属于具有最高计算复杂性的一类

问题——非确定型的多项式算法 （Nondeterministic 
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polynomial，NP）完全问题 [1]，很难在多项式时间内解

决。排样零件形状复杂度越高，数量越多，计算复杂度

会呈指数倍增长，这些问题制约了各类材料的自动化排

样技术的发展。因此研究不规则料片的排样具有重要

的实际应用价值。

由于零件本身的复杂性，零件间靠接关系描述、调

整和对比等操作困难，使得不规则零件排样问题受到一

定限制。其中临界多边形 （No-fit polygon，NFP）思想 [2]

已经成为优化问题的主流解决方法之一。国内外学者

针对如何获得 NFP 提出了许多种方法，大体可分为移

动碰撞法、轨迹线法、明科夫斯基矢量法、凹多边形凸化

分割法等。

最早应用的移动碰撞法算法简单，但存在移动盲

区，计算复杂度高，需要改进；轨迹线法适用于凹边形、

凸边形，且能计算内外靠接多边形，可以有效生成 NFP，
但面对特殊情况时，由于需要求得多边形每个顶点的轨

迹线，造成步骤过于复杂，耗时较高；明科夫斯基矢量法

针对凸多边形简单有效，但当存在凹多边形时，算法将

变得异常复杂；凹多边形凸化分割法将凹多边形分割

为凸多边形，再将多个凸多边形的 NFP 合并得到最终

NFP，但 Agarwal 等 [3] 证实了单多边形的分割重组会导

致时间复杂度不减反增。本文将在充分研究各种求解

NFP 算法的基础上，提出一种基于轨迹线改进的临界多

边形算法，用以降低几何计算复杂性，为实际排样做算

法准备。

1 现有的求解算法

给定多边形 A 和多边形 B，将 A 固定，在 B 中选择

某个顶点作为参考点，在 B 绕着 A 做不旋转的环形运

动的过程中，参考点形成的轨迹构成了 B 相对于 A 的

临界多边形，记为 NFPAB（图 1）。
两个多边形的位置主要有重叠、接触、相离这 3 种

关系 [4]。临界多边形具有判别两个多边形位置关系的

作用。若多边形 B 的参考点 P0∈NFPAB，则 B 与 A 正好

接触；若多边形 B 的参考点 P0 在 NFPAB 内侧，则 B 与 A
重叠；若多边形 B 的参考点 P0 在 NFPAB 外侧，则 B 与 A
相离。由于这个重要的几何性质，NFP 已成为多种几何

算法的基础。通过 NFP 可获得多边形之间所有可能的

靠接位置，排样等问题可以转化为基于临界多边形的最

佳定位点选择的问题。

移动碰撞法 [5–6] 的思路与 NFP 定义最为接近，主要

分为两部分求解，包括移动方向和最小碰撞距离。对于

外靠接 NFP 求解问题理论比较成熟，但遇到入口小的

空腔等复杂图形时，因多边形 B 绕 A 移动无法进入 A
的空腔，会导致 NFP 结果不够准确。

轨迹法是刘胡瑶等 [7] 提出，通过分析两个多边形互

相移动的轨迹线与临界多边形之间的关系得到了在轨

迹集合中筛选 NFP 边界线的方法。通过对传统的 NFP
算法进行改进，使得 NFP 的求解过程大大简化。

明科夫斯基矢量法 [8] 是通过建立 Minkowski 矢量

与临界多边形的联系，使用 Minkowski sum 来解决临界

多边形的问题，但对于凹多边形，边的矢量顺序会被打

乱，并不能正确合成一个临界多边形。后来在此基础上

Ghosh[9] 和佟德刚 [10] 针对凹多边形的问题提出一种斜

率图 （Slope diagram）的算法，但当存在两个凹多边形

时，点与点的干扰情况将无法确定，会导致算法复杂度

提高 [11]。

凹多边形凸化分割法 [12] 的基本原理是将凹多边形

分割为多个凸多边形，分别求得对应的 NFP 后，合并成

为最终的 NFP。凸化分割的方法有多种，如三角分割、

凹点分割等。Agarwal 等 [3] 曾经对多种分割算法进行

研究，设多边形 A、B 的边数为 m、n，得出对于复杂凸多

边形，凸化分割算法的时间复杂度会超过移动碰撞算法

的复杂度 O（（m+n）mn）。

2 改进后的算法

虽然现有的算法在特定的情况下对排样的效率有

明显的提升，但在复杂的排样数据下仍然有很多不足，

存在或多或少的改进空间。求解 NFP 算法最基础的目

标可分为两部分，包括移动方向和移动距离。移动碰撞

法的主要计算量在于确定碰撞距离，而计算移动方向算

法复杂度仅为 O（m+n）。凹多边形凸化分割主要思想

在于将难以计算碰撞距离的凹多边形分割为仅需计算

移动方向的凸多边形，便于解决凹多边形问题。而轨迹

线法可以有效地处理凹边问题以及孔洞和空腔等问题。

本文在现有算法的基础上提出并实现了一种基于

轨迹线改进的临界多边形算法。针对 NFP 计算过程中

所面临的效率低下问题，该算法整合并优化了轨迹线法

和移动碰撞法的核心原理，简化了复杂的判断逻辑，减

少了计算步骤，提升了 NFP 计算的整体效率。具体算

法可分为如下 5 个部分。

2.1 多边形顶点的凹凸性判断

由于凸多边形能方便快捷得到 NFP 的几何特性，
图 1 临界多边形 NFPAB 的定义

Fig.1 Definition of no-fit polygon NFPAB
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因而在计算过程中，多边形的凹凸性是一个非常重要的

判定条件。过去很多学者通过判断整体多边形的凹凸

性来设计算法，由于多边形外形复杂无法寻求一个整体

的解决方案，需要通过判断顶点的凹凸性来使用对应的

方法。

顶点的凹凸性判断方法：首先将多边形 A 的边按

逆时针方向变成向量。以多边形 A 中的最低点 pmin 为

起止点的两个向量的叉积 Emin–1×Emin 的 Z 轴分量为正

方向。A 中顶点 pi 为起始向量 Ei 和终止向量 Ei+1 的交

点。由于极点必为凸点，若起始向量与终止向量的叉

积 Ei×Ei+1 的 Z 轴分量与正方向相同时，顶点 pi 为凸

点；若起始向量与终止向量的叉积 Ei×Ei+1 的 Z 轴分量

与正方向相反时，顶点 pi 为凹点；若起始向量与终止向

量的叉积 Ei×Ei+1=0 时，说明顶点 pi 与顶点 pi+1 和顶点

pi–1 共线，在此算法中将其归为凸点。

如图 2 所示，最低点 p1 为凸点，将以 p1 为起止点的

两个向量的叉积 E4×E1 作为正方向，即 E4 到 E1 逆时

针旋转为正。在凸多边形中，以各个顶点为起止点的两

个向量的旋转方向应一致，与凸点旋转方向不一致的点

即为凹点。因此可以得出，向量 E1×E2 和向量 E3×E4

的 Z 轴分量与正方向方向一致，为逆时针旋转，因此 p2

和 p4 为凸点。而向量 E2×E3 的 Z 轴分量与正方向方

向相反，为顺时针旋转，因此 p3 为凹点。

2.2 凸化算法

由于凹多边形的局部 NFP 不易得到，并且直接去

除凹点有时无法实现凹多边形凸化，因此利用此算法将

部分顶点移除以达到形成凸多边形的目的。

定义 1：设点集 P=（p0，p1，p2，…，pn–1）逆时针方向

组成简单多边形 O，其中一个连续的点集 Pt 中存在凹

点，在点集 P 中移除 Pt 后，将多边形开口进行连接，形

成新的多边形，该处凹点消失，局部实现了凸化，存在多

个满足该条件的 Pt 点集，将点数最小的点集 Pt 作为凹

化点集。

凸化算法具体如下：

（1）顶点集 P 中存在一个或连续的多个凹点，其两

侧凸点为点 pa 和点 pb；

（2）设判断点 ini_ p =pa，last_  p=pb；

（3）判断 pa+1、pa–1 和 pb–1 是否在 ini_  p 和 last_  p 两

点的相同一侧；

（4）如 pa+1、pa–1 和 pb–1 3 点没有在两个判断点相同的

一侧，则 a=a–1，重复步骤 （2）和 （3），直到满足同侧条件；

（5）设判断点 ini_  p=pa，last_  p=pb；

（6）判断 pa–1、pb+1 和 pb–1 是否在 ini_  p 和 last_  p 两

点的相同一侧；

（7）如 pa–1、pb+1 和 pb–1 3 点没有在两个判断点相同一

侧，则 b=b+1，重复步骤 （5）和 （6），直到满足同侧条件；

（8）判断点之间的点集即为凹化点集。

如图 3 所示，在多边形 A 中 p4 和 p5 为凹点。若在

A 中直接移除 p4 和 p5，连接 p3 和 p6，在修改后的多边形

A 中，p3 仍为凹点，不符合多边形凸化要求。通过凸化

算法可获得凹化点集 （p3，p4，p5），移除凹化点集后，连

接 p2 和 p6，在修改后的多边形 A 中凹化点集附近的顶

点 p0、p1、p2、p6 和 p7 均为凸点，满足多边形凸化要求并

将 p2 p6 称为此组凹化点集的替换边。

2.3 移动碰撞算法

将多边形 A、B 的边按逆时针方向变成向量，其中

多边形 A 和 B 均为凸多边形。当多边形 B 不旋转地移

动在多边形 A 上，接触点为凸点时，求得其 NFP。接触

的情况分为点点接触和点线接触两种，如图 4 所示。

（1）点点接触。假设 A、B 的接触点分别为 pa、pb，

以 pa、pb 为顶点的向量分别为 la、lb。如果向量 lb 与向

量 la 的叉积 Z 分量小于 0，即 lb×la<0，则多边形 B 的下

一步移动方向为 –lb，如图 4（a）所示；否则多边形 B 的

下一步移动方向为 la，如图 4（b）所示。

（2）点线接触。如果是多边形 B 的顶点 pb 与 A 的

图 2 多边形顶点凹凸性判断示意图

Fig.2 Schematic diagram of polygon vertex concavity and convexity 
judgment
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图 3 凸化算法示意图

Fig.3 Schematic diagram of convex hull algorithm 
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边向量 la 接触，则多边形 B 的下一步移动方向为 la，如

图 4（c）所示；如果是多边形 A 的顶点 pa 与多边形 B
的边向量 lb 接触，则多边形 B 的下一步移动方向为 –lb，

如图 4（d）所示。

当凸多边形 A、B 一直处于凸点 – 凸点接触时，B
沿着 A 的边移动，两个多边形不会相互重叠。并且移

动距离无须二次计算，移动距离即为移动方向的向量模

长。因此可通过上述方法得到多边形 B 每次的移动方

向，直到终点与起点重合，在多边形 B 上的参考点移动

轨迹便是对应的 NFP。具体算法如下：

（1）将凸多边形 A 和 B 的边按照逆时针方向变为

向量；

（2）将凸多边形 A 和 B 的接触 （将 A 中最低点 pa–ymin

和 B 中最高点 pb–ymax 接触）；

（3）判断接触方式 （点点接触或点线接触），得到多

边形 B 的移动方向；

（4）将多边形 B 按照移动方向移动至下一位置；

（5）重复步骤 （3）和 （4），直到运行至起始点。

2.4 基于局部轮廓的轨迹线 NFP 算法

在多边形 A 和多边形 B 的接触情况中，除上述的凸

点 – 凸点接触的情况以外，还存在凹点 – 凹点和凸点 –
凹点等接触的情况。在多边形含有凹点的情况下，不仅

会打乱移动碰撞法的移动方向，而且会产生空腔、空洞

等移动碰撞法无法解决的情况。基于轨迹法的 NFP 算

法可有效解决因凹点引起的上述问题。本文的基于局

部轮廓的轨迹线 NFP 算法参考了文献 [7] 中的判断点

线可能接触算法以及轨迹线生成算法，对基于轨迹线的

临界多边形算法进行改进。

此算法用于生成多边形 A 相对于多边形 B 局部轮

廓 C 的 NFP。算法需要局部轮廓 C 满足以下条件： （1）
局部轮廓 C 两端直线顶点皆为凸点； （2）需已知多边形

B 的两侧端点所对应的 NFP 线段，即已知局部轮廓 C
的 NFP 起始边向量 lstart 和终止边向量 lend。

首先使用判断点线可能接触算法以及轨迹线生成

算法获得相应的轨迹线集合后，求解 NFP 的问题就转

化为了在轨迹线集合中求向量 lstart 与向量 lend 之间的临

界多边形。求解基本原理：从起始边开始，得到与该边

相交的线段，取离起点最近并与该边右侧夹角最小的交

线作为下一边，循环执行该过程，直到执行到终止边，即

可得到多边形 A 对应的临界多边形。算法如下：

（1）获得起始边向量 lstart 和终止边向量 lend，以及轨

迹线集合；

（2）得到与向量 lstart 相交的所有线段，取距离起点

最近的交点为断点，并建立以当前边起点和断点为端点

的线段，加入到线段集合中；

（3）得到与当前边在断点相交的所有线段，在交于

断点的轨迹线段中，取与当前线段右侧夹角最小的线

段，作为下一条边的向量 lstart；

（4）不断执行步骤 （2）和 （3），直到下一条边为终

止边向量 lend；

（5）线段集合即为多边形 A 相对于局部轮廓 C 的

NFP。
2.5 移动碰撞法与轮廓轨迹线算法的结合算法

根据研究可知，简单多边形中的凹化点集所在局部

轮廓形成的 NFP 与凹化点集两侧顶点连接的直线 （即凹

化点集的替换边）对应的 NFP 始末位置相同。在凸多边

形 A、B 中，利用移动碰撞法得到的 NFP 由 A、B 各边平

移至首尾相连组成。因此可利用标定替换边的方式来确

定凹化点集所在局部轮廓形成的 NFP 的始末位置。

因此本文将轮廓较为复杂的多边形 A 转化为凸多

边形和多边形 A 的多个局部轮廓。凸多边形使用具

有时间复杂度低、算法效率较高的移动碰撞算法，局部

轮廓使用有效解决凹点问题的基于局部轮廓的轨迹线

NFP 算法生成多边形局部轮廓的 NFP。接下来详细说

明一下整体算法。

设多边形 A 中最低点为初始点 pa0，多边形 B 中最

高点为初始点 pb0。以 pa0 为起点的边为多边形 A 的初

始边 a0，以 pb0 为起点的边为多边形 B 的初始边 b0。如

图 5所示，首先判断多边形A和多边形B顶点的凹凸性，

图 5 凹化点集的生成及其替换边示意图

Fig.5 Schematic diagram of the generation of concave point set and 
its replacement edge

A: 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1

B: 1 1 1 1 0

A: 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1

B: 1 1 1 1 0

判断凹凸性

凸化算法
（并将凹化点集标注
在起始方向顶点上）

移动碰撞法
（   表示此边为凹化

点集替换边）

At: a0 a1      a2 a3 a4 a5      a6

Bt: b0b1b2b3

结果: a0 b2 b3 a1 a2 b0 a3 a4 a5 b1 a6

图 4 接触方式示意图

Fig.4 Schematic diagram of contact mode

lb

lb

la
la

la
lb

lb

la

（a）点点
接触方式一

（b）点点
接触方式二

（c）点线
接触方式一

（d）点线
接触方式二



872024年第67卷第9期·航空制造技术

RESEARCH 研究论文

凸点标识为 0，凹点标识为 1 ；其次利用凸化算法获得

A 和 B 的凹化点集，并标识在凹化点集的起始方向顶点

上（即多边形起点存在标识的边为凹化点集的替换边）；

同时将多边形 A 和 B 转化为凸多边形 At 和 Bt（图 5 中

凸化算法内的方框表示凹化点集，箭头指向标识位置）；

最终使用移动碰撞法获得多边形 Bt 相对于多边形 At 的

临界多边形 NFPt。在获得 NFPt 的同时，可得到 At 和 Bt

中替换边的分布结果。另外由于 NFP 算法的特性，At、

Bt 一直保持接触，因此 At 的边向量 la 移动时接触的边

是距离向量 la 顺时针最近的 Bt 边向量 lb，Bt 的边向量 lb

移动时接触的 At 边是距离向量 lb 顺时针最近的 At 边向

量 la。在图 5 中，ai 和 bi 表示多边形 A、B 分别以 a0 和

b0 为起点的第 i 条边，移动碰撞法的结果为 At、Bt 各边

在 NFPt 中的逆时针位置顺序。

将移动碰撞法结果中每个替换边转化为多边形 A
中对应的局部轮廓。多边形 A 的边转化为对应的凹化

点集，而多边形 B 的边按照顺时针最近的原则将接触的

另一多边形 A 的边作为其对应的局部轮廓，如图 6 所示。

确定了所有的局部轮廓后，将相邻的局部轮廓进行整合。

整合后，将各个局部轮廓在多边形 A 中两侧相邻的直线

加入局部轮廓中，用以生成顶点位置附近的轨迹线。

再将整合后的各部分局部轮廓按照基于局部轮廓

的轨迹线 NFP 算法生成对应 NFP。利用替换边与凹化

点集所对应的局部轮廓首末位置相同的特性，将 NFPt

中的替换边更换为对应的 NFP，生成的结果即为最终的

NFP。整体算法流程如图 7 所示。

3 实例与分析

对本文改进算法进行时间复杂度分析可知，本文采

用的移动碰撞算法无须考虑移动距离，因此这部分算

法的时间复杂度仅为 O（m+n）。而改进的非封闭轨迹

线 NFP 算法时间复杂度虽仍为 O（mn），但因已经尽

可能地将凹点排除，使得多边形的边数大量减少并有

效地减少了轨迹线的生成数量，间接地减少了时间复

杂度。最终计算可得本文改进算法总时间复杂度为 O
（m1+n+m2n）。由于多边形中内角和为 （n–2）×180°，
且凹角角度大于 180°，因此在多边形中凸点一定大于 2
个。在简单多边形顶点中凸点数量越多，越能缩短 NFP
生成时间。

为检验本文算法的性能，与刘胡瑶等 [7] 的算法进

行对比。为保证对比结果准确有效，本文改进算法中的

基于局部轮廓的轨迹线 NFP 算法及对比所用轨迹线算

法均未采取其余优化手段。测试采用来自于 ESICUP
欧洲切割与包装事务委员会（https://www.euro-online.
org/websites/esicup/）的 2D 不规则数据集 Alban、Mao、
Shirt。仿真运行平台为 PC 机，处理器为 i5–8300H，2.30 
GHz，8 GB 内存。对于每组数据集中所有多边形，两两

计算其临界多边形，生成的 NFP 总数 S=N×N（N 为数

据集中多边形的个数）。算法运行 20 次，结果取其平均

运行时间，如表 1 所示。

由表 1 可知，本文改进算法略优于轨迹线算法，并

且凸点数与凹点数比值越大，优化效果越明显。改进的

算法在顶点为凸点的区域有较大简化，通过对顶点凹凸

图 6 替换边转换局部轮廓示意图

Fig.6 Schematic diagram of transforming replacement edge into 
local contour
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Y N

开始

获得移动碰撞法结果中的边

形成局部轮廓

是否为标识边

是否为多边形A的边

获得替换边
对应凹化点集

获得此边接触的多边形
A的边的起始顶点

图 7 改进算法流程图

Fig.7 Improved algorithm flowchart
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性的分析，再分别利用移动碰撞法和轨迹线算法的优

点，有效地减少了算法的时间复杂度。

4 结论

求解临界多边形是各类排样问题中最关键的问题，

在分析现有各类算法优缺点的基础上，提出一种基于轨

迹线改进的临界多边形生成算法。对算法实现进行了

描述，并对改进算法进行了仿真。理论与仿真结果均证

明，改进算法可以有效降低算法的时间复杂度，其优化

效率与多边形顶点凹凸性密切相关。改进算法将为二

维排样中的定位问题提供更有效的技术支撑。
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表 1 改进算法与轨迹线算法运行时间对比

Table 1 Comparison of running time between the improved 
algorithm and the trajectory algorithm

实例
多边形
个数

NFPs
总数

凸点数/
凹点数

求解单个 NFP 的
平均运行时间/ms 优化

效率/%改进
算法

轨迹线
算法

Alban 8 64 3.14 61.91 77.67 20.29 

Mao 9 81 3.15 106.84 136.14 21.52 

Shirt 8 64 4.3 24.73 60.73 59.28 


