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[ 摘要 ]   基于模块化设计技术，提出了一种完全由

直线电机驱动的新型四轴混联数控机床，并介绍了其基

本结构型式。以该机床并联主轴模块为研究对象，建立

了主轴机构运动学方程，并给出了机构的雅克比矩阵。

同时，基于遗传算法，以机构的灵巧度为目标对机床主

轴进行了优化。经仿真验证表明：机床并联主轴在整个

工作空间内操作性能得到了较优的改善。

关键词：并联主轴机构 雅克比矩阵 遗传算

法 优化设计 
[ABSTRACT]  A novel 4-axis hybrid CNC ma-

chine tool driven completely by linear motors is proposed 
based on the modular design technology, and then its ba-
sic structure is described in this paper. To parallel spindle 
mechanism as a research object, the kinematics equation of 
parallel spindle mechanism is established, and the Jacobian 
matrix is presented. Meanwhile, considering the dexterity 
of parallel spindle mechanism as the target, an optimization 
design is carried out based on genetic algorithm. The simu-
lation results indicate that operating property of spindle 
mechanism could be improved better in entire work space.

Keywords: Parallel spindle mechanism  Jacobian 
matrix  Genetic algorithm  Optimization design

作为新型数控加工装备，并联机床相对于传统数控

机床具有刚度高、承载能力强、动态性能好等诸多优点，

因而具有十分广阔的应用前景。然而，随着研究的不断

深入，研究人员发现多自由度并联机床存在诸多缺陷，如

工作空间小、奇异位形、运动耦合、加工精度低等，限制了

并联机床的进一步实用化；因此，出现了基于少自由度并

联机构的混联机床。混联机床属于并联机床概念范畴，

在结构上扩大了工作空间，同时降低了机床设计和控制

的难度。可以说，混联机床更具有灵活性和实用性，从而

为并联机床的应用拓展了发展空间 [1-2]。并联机构优化

设计是以扩大机构的工作空间，提高机构的灵巧度和精

度为目标的。对于多目标优化问题，目前存在确定性和

非确定性两类方法。前者收敛速度快、计算效率高，但算

法复杂；后者算法简单、容易实现且稳定性好，但其收敛

速度较慢 [3]。遗传算法是一种基于自然选择和群体进化

机制，在寻求全局最优解方面具有高效性的非确定性目

标优化方法 [4]。目前，广泛应用于并联机构相关的全局

优化问题中 [5]。

本文基于模块化设计技术，研制开发出完全由直线

电机驱动的新型四轴混联数控机床。以该机床并联主轴

模块为研究对象，建立了其运动学方程，并基于遗传算法

以机构灵巧度为目标对主轴机构的结构参数进行了优

化。仿真研究验证表明，优化后的机床并联主轴在其整

个工作空间内具有较优的操作性能。

1  新型机床结构描述

基于模块化设计技术，研制开发了一种完全由直线

电机驱动的新型四轴混联数控机床，主要用于铣削一般

航空铝合金零件，物理样机如图 1 所示。该机床采用混

联式单立柱结构，主要由 2-DOF 并联主轴头和 XY 工作

台 2 大功能模块组成；除此之外，还包括配重机构、立柱
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图1   新型四轴混联数控机床物理样机

Fig.1  Physical prototype of novel 4-axis hybrid CNC machine tool
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和底座 3 大部分。并联主轴头为非对称式 P3RP 构型，

由单边直线电机双动子驱动结构实现“Z 轴平动 +A 轴

转动”两自由度运动；XY 工作台为“十”字形串联结构，

由双直线电机驱动实现“X 轴 +Y 轴”的 XY 平面运动。

在 2-DOF 非对称式 P3RP 并联主轴机构中，P 定义

为 Z 轴方向与滚动直线导轨滑块及直线电机动子联接

的两个滑座（文中定义下滑座运动轴为 U 轴，上滑座运

动轴为 V 轴），定长杆通过旋转副（R）分别与摆动平台

和 V 轴滑座相连，摆动平台则通过旋转副（R）与 U 轴滑

座相连，从而构成 P3RP 型非对称式并联机构。当单边

直线电机的双动子在竖直导轨上以不同速度运动时，上

下滑座驱动摆动平台和定长杆，使得摆动平台作“Z 轴平

动 +A 轴转动”两自由度运动，设计工作空间为 [z , θ ]= 

[0~320mm, 0~1.57rad]，即主轴头可实现立卧转换功能。

2  运动学分析

2.1  运动学方程的建立

在图 2 中，以主轴轴线与 XY 工作台面交点位置为

原点建立固定坐标系 {S } ：O -YZ，其 Y 轴为水平方向，Z
轴为竖直导轨方向；以摆动平台的转动点 t （与A 点重合）

看作机构运动的输出点建立动坐标系 {M } ：t-yz，y 轴为

水平方向，Z 轴为 TA 方向。图 2 中，摆动平台在 O -YZ
平面内作 Z 轴平动和绕 X 轴转动两自由度运动，l1 为铰

链点 A 和 B 回转中心的距离；l2 为铰链点 B 和 C 回转中

心的距离；Q 点为机构的运动奇异点，由分析可知在其运

动空间之外，故在文中不作详细讨论。假定摆动平台在

机床坐标系 O -YZ 中的位姿为（z, θ），θ为摆动平台的偏

转角（逆时针方向为正）。由几何关系可得：

                          δ = tan−1 h + r
a − b ，�   （1）

                   l1 =


(a − b)2
+ (h + r)2

，� （2）

式中，δ 为 l1 与 lAT 的固定夹角，a 为 A 点到摆动平台下

端面 m 的垂直距离，b 为 B 点到平面 m 的垂直距离，h
为 B 点到摆动平台右端面 n 的垂直距离，r 为摆动平台

轴线到平面 n 的径向距离。

由图 2 可得机床主轴机构的位置矢量关系，如图 3

所示。由图 3 可知，动坐标系 t-yz 在固定坐标系 O -YZ
中的位置向量为（z,θ）；OA 矢量在 O -YZ 中的位置为

(0, z1)，OC 矢量在 O -YZ 中的位置为 (e, z2) ；l1 在 O -YZ
中的矢量为 AB，l2 在 O -YZ 中的矢量为 BC ；ψ 为矢量

AB 与 Z 轴逆时针方向夹角，φ 为过 C 点作 Z 轴平行线，

按逆时针方向转至与 BC 矢量相重合时所扫过的夹角，

0 ≤ φ<π/2；Z0（0, s0）为下滑座（或 t 点）的初始位置点，

Z1(0, s1) 为下滑座（或 t 点）行程的最大位置点，Z2(0, s2) 为

上滑座行程的最大位置点。

由图 3 可知，封闭矢量方程如下式所示：

                        OC = OA + AB + BC   。        �  （3）

在固定坐标系 O -YZ 中，列式（1）的投影方程，得运

动学方程如下：

                       z2 - z1z2 − z1 = l2 cosϕ − l1 cosψ，�  

                         l1 sinψ − l2 sinϕ = e ，�  

                                         z = z1。�   （4）

式中，ψ=θ+δ。

综合图 3 中的几何关系，则机构的运动约束方程为：

                          S0 ≤ Z i ≤ S i ,   i = 1,2  ，�      


l2
2 − (l1 sin δ − e)2 − l1 cos δ ≤ z2-z1

≤ 


l2
2 − (l1 cos δ − e)2

+ l1 sin δ ，�

                S0 ≤ Z ≤ S i  ，   0 ≤ θ≤ π/2    。� （5）

给定 (z, θ) 后，由运动学方程（4）和约束条件（5）可

得机构运动学逆解为：

z1  =  z，

z2  =  z

z1 = z

z2 = z − l1 cos(θ + δ) +


l2
2 − [l1 sin(θ + δ) − e]2  

。� （6）
2.2  运动雅克比矩阵

雅克比矩阵 J 在并联机构运动学中是一个十分重要

的参数，它表示机构输入与输出的微分关系。利用雅克

比矩阵，可以方便地进行机构速度分析、加速度分析、静

 

图2  机构运动学简图

Fig.2  Diagram of kinematics of 

mechanism

图3  位置矢量关系图

Fig.3  Vector diagram of 

positional relationship
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力学分析和灵巧度分析等。

雅克比矩阵定义为：

                               q̇ = Jt ṗJt
q̇ = Jt ṗ ，� （7）

式中，q̇ = [ż, θ̇]TT，ṗ = [ż1, ż2]TT，Jt 是以 t 为输出 z 点时并

联主轴机构的雅克比矩阵。

对式（6）求导，由此可得并联主轴机构在 t 点处的雅

克比矩阵为：

                          JtJt =


1 0
J21 J22


， � （8）

式中，J21 = ∂θ/∂z1 ；J22 = ∂θ/∂z2 。

3  并联主轴机构设计

3.1  确定结构参数 a、r、b、h、l1 和 δ
当主轴受切削力作用时，考虑摆动平台在偏摆过程

中需满足一定的力矩平衡要求，由此可得：

                              |a − b| ≥ 50   。�       （9）

由图 2 和式（6）可知，假定 e=0，为了避免机构运动

学正解 θ ∈ [0, π/2] 解空间内发生奇异，因此 l1 的初始

位置角 必须满足：

            0 ＜ δ ≤ π/2，即 0 ＜ b ≤ a  。�       （10）

根据所选用电主轴的外形尺寸及其安装尺寸要求，

由式（1）、（2）和（9）、（10）可得 P3RP 型并联主轴机构设

计的基本参数，如表 1 所示。

3.2  确定结构参数 l2 和 e
针对该 P3RP 型并联机构，在考虑机构参数设计时，

假定滑座 D 固定不动，由此该机构可视为 3RP 构型的四

杆机构，如图 4 所示。行程速比系数 K、最小传动角 γ min

和连杆与曲柄长度比 λ(λ= l2 / l1) 是表征、衡量机构运动

特性和传动质量的几项重要性能指标。一般来说，行程

速比系数 K 越大，急回特性越显著，辅助时间越短；最小

传动角 γ min 越大，运动越轻便，传动效率越高；连杆与曲

柄长度比值 λ 越大，则输出速度幅值越小，运动平稳性

越好 [6]。根据机床并联主轴头的设计要求和运动特性，

故基于 max(γmin) 条件设计机构尺寸参数。

 由图 4 中的几何关系可得：

s
sinα =

l2 − l1

− sin β =
l2 + l1

− sin(α + β) ，�  (11)

e = (l1 + l2) sin(β − π) = s · sin(α + β) sin β
sinα ，� （12）

γmin = arccos l1 + e
l2

，�   （13）

式中，s 为滑座 E 的两个死点位置行程；α 为极位夹角，

0<α <π/2 ；β 为 c2 矢量沿逆时针方向运动到 l2 所扫过

的夹角，π<β ≤（3π/2）-α ；e 为偏置距离；γmin 为最

小传动角，即连杆 l1 运动到垂线方向时，连杆 l2 与滑座导

路垂线的夹角。

由式（11）和（12）代入式（13），根据和差化积公式

可得：

γmin = arccos
cos( α2 + β) sin α

2 − sin(α + β) sin β
sin( α2 + β) cos α

2
。（14）

由式（14）可知：①最小传动角 γ min 与极限位置行

程 s 无关，只与极位夹角 α 相关；②在极位夹角 α 一定

的情况下，γ min 只与 β 相关，即 γ min 随 C 点的位置改

变而变化。根据 α 和 β 的取值范围，由式（14）可绘制

出最小传动角γmin 与α 和β 的关系曲面，如图 5 所示。

由图 5 可知，该曲面呈一脊状面；将其在 β -γ min

坐标下投影，可得到一系列近似呈抛物线的曲线族，令

β =β * 时，γ min 取得最大值。定义一脊线函数 f，如图 5

所示。

    f = {max(γmin) | 0 < α < π/2, β = β∗}*}，πf = {max(γmin) | 0 < α < π/2, β = β∗}*}�    （15）

参数 a r b h l1 δ

数值 100 60 20~50 40~60 100~138 0.96~ 1.57

表1  机床并联主轴机构基本结构参数� mm

图4   机构简化示意图

Fig.4  Diagram of mechanism
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式中，函数 f 随着 α 的增大而减小，即急回特性越明显，

故机构传力性能较差；为了使主轴机构具有良好的传力

性能和运动平稳性，由此可得机构基本设计条件为：

     γmin ≥ [γ] = 0.7rad ,  0 < α≤ 0.39rad。�     （16）

当 α=0.39rad 时，由式（15）可求得 max(γmin)=0.7071 

rad，β *=3.3793rad。因此，为了使机构具有较好的传力

性能和运动平稳性，由式（12）、（13）和（16）可得：

                        l2 / l1 ≥ 2.3386。�              （17）

由 Z 轴直线电机单边双动子结构安装的尺寸要求，

以及在 Z 轴总长限定的条件下，如何获得较大的 Z 轴工

作行程，因此结合式（17）可得，l2 ∈ [323, 400]mm。另外，

根据设计要求可知，e ∈ [0, 100]mm。

4  以灵巧度为目标的结构参数优化

4.1  优化目标

机构的雅克比矩阵条件数是衡量机构灵巧度的一种

常用指标。设并联机构的雅克比矩阵是一个 m×n 的矩

阵，则雅克比矩阵的奇异值 σi 可以表示：

σi =



λi(JTJ) , i = 1, 2, · · · ,m (m  n)
λi(JJT) , i = 1, 2, · · · , n (m  n)

，�  （18）

式中，λ i （J TJ）表示矩阵 J TJ 的特征值。

雅克比矩阵的条件数定义为：

                       1 ≤ κJ =
σmax

σmin
< ∞ ， � （19）

式中，σmax 和 σmin 分别表示工作空间中雅克比矩阵的最

大和最小奇异值。

雅克比矩阵条件数是一个≥ 1 的正数，越接近 1 说

明机构的操作性越好；反之则机构的操作性变差，当达到

机构的奇异位姿时，这个数值将会变得非常大。因此，在

机构设计时可用此参数衡量机构的灵巧度。为了综合考

虑该机构在 [0, π/2]rad 偏转空间中的操作性能，这里定

义了一个灵巧度的全局指标 [7]：

                           
η =

n
i=1

1
κJ

n
。� （20）

式（19）代表了该机构在 [0, π/2]rad 偏转范围内雅

克比条件数的均值，0 <η ≤ 1。取值的时候是将偏转

角 [0, π/2]rad 平均分为 n 等份，分别计算每等份的雅克

比条件数倒数值，并求和得其平均。这个指标值越大说

明机构的灵巧度越好。由此可得，机构设计的优化目标

函数为：

                 f (W) = max(η)
s. t. W ∈ [Wmin,Wmax]

，�   （21）

式中，W=[b, h, l2, e] 为本机构需要优化的变量。

4.2  基于遗传算法的结构参数优化

遗传算法是模拟自然界遗传机制和达尔文生物进化

论的一种并行随机搜索最优化方法，广泛应用于工程中

的多变量优化问题。其基本步骤包括染色体编码、初始

种群生成、个体适应度评估、遗传操作等，其中选择、交叉

和变异构成了遗传算法的核心 [5]。

对于该并联机构，取 n=180，染色体的长度为 40 位，

其中 b、h、l2 和 e 分别占 10 位编码。种群的个数为 100，

交叉概率为 0.8，变异概率为 0.05。根据式（21）描述的

优化目标，经过 30 代遗传优化，最优结果经圆整后得

W30=[50, 40, 360, 50]，其遗传算法收敛过程如图 6 所示。

为了验证结构参数的优化效果，依次假定优化变量

中的某一个变量发生变化，而另外 3 个变量不变，分为 4

种情况进行数值仿真：① b=[20, 35, 50]mm，h、l2 和 e 不变；

② h=[40, 50, 60]mm，b、l2 和 e 不变；③ l2=[330, 360, 390]

mm，b、h 和 e 不变；④ e=[0, 50, 100]mm，b、h 和 l2 不变。

由此得到雅克比矩阵条件数与优化变量间的变化关系曲

线如图 7 所示。

由图 7（a）可知，条件数随 b 值的增大而减小；由图

7（b）可知，条件数随 h 值的增大而增大；由图 7（c）可

知，l2 的变化对条件数没有太大的影响；由图 7（d）可知，

条件数随 e 值的增大先增大，在 0.48rad 后逐渐减小。因

此，由多变量全局优化算法，综合考虑 b、h、l2 和 e  4 个变

量对雅克比矩阵条件数的影响，得到上述的优化结果。

5  结论

本文基于模块化设计技术，研制开发了一种完全由

直线电机驱动的新型四轴混联数控机床。通过对机床并

联主轴模块的运动学分析，建立了运动学方程和雅克比

矩阵，并利用遗传算法对该机床并联主轴机构的结构参

数进行了优化。经数值仿真验证表明：在整个工作空间

图6  遗传算法收敛过程

Fig.6  Convergence process of genetic algorithm
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内，优化后的机床主轴操作性较好，且无运动干涉和奇异

发生。
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图7  雅克比矩阵条件数与优化变量间的变化关系

Fig.7  Changes in relationship between jacobian matrix condition number and optimization variables
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